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Le commencement de toutes les sciences, c’est l’étonnement
de ce que les choses sont ce qu’elles sont. a
a. ARISTOTE (384 av. J.-C. - 384 av. J.-C.), extrait de La Métaphysique.
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Chapitre 1
Introduction générale
Grâce à leurs propriétés mécaniques spécifiques, les matériaux composites sont
devenus une alternative intéressante aux matériaux métalliques. De plus, l’utilisa-
tion de stratifications judicieusement choisies permet d’ obtenir des propriétés méca-
niques adaptées aux sollicitationx de la structure. Enfin ils sont considérés comme
peu sensibles à la fatigue. C’est pour ces raisons que, au cours de ces dernières an-
nées, l’emploi des matériaux composites pour la réalisation de structures aéronau-
tiques, navales ou ferroviaires c’est considérablement répandu.
Si les matériaux composites présentent de très bonnes propriétés mécaniques,
celles-ci peuvent rapidement se dégrader, pour de faibles niveaux de chargements
voire même durant le cycle d’élaboration du matériau. Ces dégradations sont dues à
la présence d’endommagement au sein des plis du stratifié. La ruine des matériaux
composites n’est pas liée à un unique mécanisme d’endommagement mais elle résulte
de la somme de différents phénomènes qui interviennent à différentes échelles et qui
peuvent interagir entre eux. Ainsi, dans le cas d’un composite stratifié à base de plis
unidirectionnels, il est admis que le scénario de dégradation est le suivant :
1. Apparition d’endommagement à l’échelle de la fibre et de la matrice, dite échelle
microscopique, qui se traduit par des dé-cohésions à l’interface fibre/matrice et
la micro-fissuration de la matrice ;
2. Coalescence des micro-dommages (micro-fissures et dé-cohésions fibres/matrices)
qui conduisent à l’apparition de fissures intra-laminaires visibles à l’échelle du
pli, dite échelle mésoscopique. Ces fissures, parallèles aux fibres, apparaissent
dans les plis désorientés par rapport à l’axe de chargement et peuvent conduire
à des micro-délaminages entres plis d’orientations différentes du fait de la concen-
tration de contraintes en pointe de fissure ;
3. Apparition de délaminage sur le bord libre, entre les plis de différentes orienta-
tions et/ou développement des micro-délaminage à l’échelle macroscopique ;
4. Ruptures de fibres conduisant rapidement à la ruine complète du stratifié.
Les géométries de plus en plus complexes des structures en composites addition-
nées au fait que les chargements mécaniques aux quels elles sont soumises font que
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1. Introduction générale
le recours à des stratifiés de fortes épaisseurs est de plus en plus récurrent. Dans
ces conditions, il devient primordial de pouvoir prévoir les effets des différents types
d’endommagement sur le comportement du stratifié ainsi que leur cinétique d’évolu-
tion.
Dans ce cadre, les enjeux de cette thèse sont de proposer une modèle d’endomma-
gement à l’échelle du pli, dont les variables présentent un réel caractère physique.
Ce modèle devra, en outre permettre de modéliser la cinétique d’évolution de l’en-
dommagement dans une structure épaisse. En d’autres termes, il devra prendre en
compte l’influence des contraintes dans l’épaisseur du stratifié. Ensuite, parce qu’une
structure peut-être soumise tant à des sollicitations quasi-statiques que cycliques, le
modèle devra permettre de prédire l’apparition et l’évolution de l’endommagement
qu’il soit dû à une sollicitation statique ou de fatigue.
Les objectifs de ce travail, réalisé au Centre des Matériaux de l’École des Mines de
Paris en collaboration avec le Centre Technique de l’Industrie Mécanique de Nantes
sont multiples. Il convient dans un premier temps d’identifier les différents méca-
nismes d’endommagement et de mettre en évidence les caractéristiques principales
de l’endommagement dans un stratifié soumis à une sollicitation quasi-statique et/ou
cyclique.
Dans cette étude nous nous intéresserons essentiellement à la fissuration intra-
laminaire qui est le type d’endommagement prédominant à l’échelle du pli et peut
être à l’origine d’autres types d’endommagement beaucoup plus néfastes tels que le
délaminage ou les ruptures de fibres. Aussi, il est important de connaître l’influence
de ces fissures sur les propriétés mécaniques du pli. Il est important d’être capable
d’en prévoir la cinétique d’évolution afin de pouvoir ou non tolérer leur présence.
Dans le premier chapitre nous présenterons un état de l’art sur l’analyse de l’en-
dommagement dans les matériaux composites stratifiés. Après avoir donné quelques
définitions générales permettant d’appréhender ce type de matériau, nous nous at-
tacherons à présenter plus en détails les principaux travaux sur la fissuration intra-
laminaire présents dans la littérature. L’objectif est de donner une vision large et
globale des différents types de modélisation de la fissuration intra-laminaire et des
dégradations qui existent dans la littérature.
Ainsi, notre second objectif est de proposer une modélisation de la fissuration
intra-laminaire et d’introduire le modèle dans le code de calcul par éléments finis,
ZéBuLoN, afin de pouvoir calculer une structure industrielle.
Le chapitre 2 est un chapitre d’introduction dans lequel on présente, de façon
assez générale, les matériaux composites stratifiés à plis unidirectionnels.
Dans le chapitre suivant nous nous focaliserons sur un seul mécanisme, la fis-
suration intra-laminaire. Ce type d’endommagement n’est pas catastrophique pour
l’intégrité d’une structure mais peut être à l’origine d’autres types d’endommage-
ment beaucoup plus néfastes. Nous proposons dans le troisième chapitre, une étude
expérimentale de la fissuration sous chargements quasi-statiques et cycliques. Nous
nous fixerons alors quatre objectifs :
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1. obtenir des renseignements qualitatifs ;
2. mettre en évidence les interactions entre les différents types d’endommage-
ment ;
3. identifier les facteurs qui influent sur la cinétique de fissuration ;
4. quantifier l’endommagement par fissuration, son évolution et l’influence de l’ap-
parition de fissures sur les propriétés mécaniques du matériau.
Notre but ultime étant de capitaliser un maximum de renseignements tant d’un
point de vue qualitatif que quantitatif qui permettront de dégager les principales
caractéristiques et paramètres à prendre en compte lors de la modélisation.
A partir de ces résultats expérimentaux, nous définirons dans le quatrième cha-
pitre une modélisation de la fissuration intra-laminaire et de son influence sur les
propriétés mécaniques du pli. La modélisation proposée est écrite à l’échelle du pli
dans le contexte de la Mécanique de l’Endommagement visant à décrire la multi-
plication des fissures et à décrire les chutes de rigidités associées. La fissuration
des plis est décrite par deux variables d’état internes : l’une scalaire qui caracté-
rise l’état d’endommagement, l’autre vectorielle décrit l’aspect directionnel de l’en-
dommagement. Ce choix permet notamment de déterminer, par homogénéisation, les
chutes de rigidité dans toutes les directions et d’assurer la continuité des tenseurs
des contraintes et des déformations lors du passage de l’état de traction à l’état de
compression.
La loi d’évolution en fatigue est présentée dans le cinquième chapitre. Nous ver-
rons qu’un calcul de structure en fatigue nécessite l’utilisation d’une stratégie parti-
culière. En effet, dans le cas d’un problème de fatigue nous sommes confrontés à deux
problématiques a priori contradictoires :
1. simuler le comportement de la structure étudiée avec une précision suffisante
pour pouvoir prédire correctement l’apparition de l’endommagement, son évo-
lution et les redistributions de contraintes que cela entraine ;
2. résoudre un calcul de structure en fatigue dans des délais raisonnables.
Afin de satisfaire ces deux exigences nous avons choisi d’adopter une approche de
type « saut de cycles ».
Après avoir identifié les différents paramètres du modèle proposé dans le chapitre
6, à partir des résultats expérimentaux obtenus dans le chapitre 3 nous proposerons
une application du modèle au cas d’une structure afin de valider notre modèle. Pour
cela, nous présenterons l’implémentation de la loi de comportement au sein du code
de calcul ZeBuLoN que nous appliquerons au cas d’une structure de type plaque
trouée.
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Chapitre 2
Matériaux composites,
endommagement et fatigue :
quelques repères
bibliographiques
On propose dans ce premier chapitre un état de l’art sur
l’analyse de l’endommagement dans les matériaux
composites stratifiés. Après avoir mis en évidence les
caractéristiques des mécanismes en présence nous nous
intéresserons à leur modélisation
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2.1 Quelques définitions...
2.1 Quelques définitions...
Un matériau composite peut être défini comme un assemblage de plusieurs ma-
tériaux de natures différentes. Il est généralement constitué d’une matrice dans la-
quelle sont insérés des renforts. La matrice assure le maintien de l’assemblage et les
transferts de charge entre les renforts qui assurent la tenue mécanique du composite
grâce à leurs caractéristiques mécaniques élevées (module et limite d’élasticité, résis-
tance mécanique,...)[Gay, 1991]. L’association de ces différents matériaux a pour but
d’obtenir un matériau dont les propriétés mécaniques spécifiques 1 sont supérieures
à celles de la matrice seule.
CLASSIFICATION - La nature du matériau constituant la matrice permet de clas-
ser les matériaux composites en trois catégories : les composites à matrice organique,
les composites à matrice métallique et les composites à matrice minérale (céramique)
[Berthelot, 1999]. Dans cette étude on s’intéressera uniquement aux composites à
matrice organique.
LA MATRICE - Les matrices organiques se divisent en deux grandes familles, les
résines thermodurcissables et les résines thermoplastiques :
– les résines thermoplastiques sont constituées de polymères à chaînes li-
néaires. Elles sont mises en forme par changement d’état, chauffage et dur-
cissent au cours du refroidissement suivant une transformation réversible. L’in-
térêt des thermoplastiques réside dans leur faible coût qui reste cependant lié
à des propriétés thermo-mécaniques faibles ;
– les résines thermodurcissables ont une structure réticulée sans point de fu-
sion, c’est-à-dire qu’elles passent de manière irréversible de l’état liquide à l’état
solide. Leur mise en oeuvre résulte d’une réaction chimique entre une résine de
base et un durcisseur ou catalyseur. Après le durcissement il n’y a plus de fu-
sion possible. Parmi les résines thermodurcissables on trouve principalement
les résines polyester, époxydes et phénoliques.
Nous utilisons dans notre étude un matériau à matrice époxyde. L’époxy est une
résine thermodurcissable qui présente un bon accrochage sur les fibres, un faible
retrait lors du moulage (de l’ordre de 0.5%) et de bonnes propriétés mécaniques
[Barrau and Laroze, 1987]. On présente dans le tableau 2.1 quelques caractéristiques
générales de la résine époxy.
LES RENFORTS - Les renforts ont pour rôle d’assurer la tenue mécanique du com-
posite. Ils sont souvent de nature filamentaire. Ils peuvent être discontinus (fibres
courtes) ou continus (fibres longues). Les fibres longues se présentent sous forme de
mat (nappe de fibres disposées dans un plan sans direction préférentielle), de nappe
unidirectionnelle (nappe de fibres alignées dans la même direction) ou encore sous la
forme d’une nappe tissée (deux ou trois directions de tissage).
1. Entendre par là, les propriétés mécaniques rapportées à la masse volumique
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Propriétés mécaniques/physiques Valeurs
Masse Volumique 1100 à 1500 kg/m3
Module d’élasticité en traction 3 à 5 GPa
Contrainte à rupture en traction 60 à 80 MPa
Allongement à rupture 2 à 5%
TABLE 2.1 - Propriétés mécaniques de la résine époxy
[Berthelot, 1999]
Dans cette étude nous utilisons des fibres de carbone. Les fibres de carbone sont
produites par pyrolyse contrôlée sous contraintes mécanique de fibres organiques qui
sont le plus souvent des fibres de polyacrylonitrile (PAN). Elle sont constituées en
grande partie de graphite qui est la forme cristalline stable et peu dense du carbone.
Les fibres de carbone tirent leur anisotropie et leur propriétés mécaniques élevées de
la structure cristalline du graphite qui dans le sens parallèle aux plans hexagonaux
graphitiques présente des propriétés mécaniques comparables à celles du diamant
[Mercier et al., 1999].
Les fibres de carbone se différencient par le taux de carbone plus ou moins élevé
qui modifie l’allongement, la contrainte à rupture et le module d’élasticité [Chatain, 2001].
Ainsi, on trouve trois principales classes de fibres :
– les fibres à haute résistance (HR) ;
– les fibres à haut module (HM) ;
– les fibres à très haut module (THM).
Dans le cadre de cette étude nous utilisons des fibres à haute résistance de type
TR50. On présente dans le tableau 2.2 les caractéristiques mécaniques usuelles des
différents types de fibre de carbone.
Caractéristiques Nom
(unité)
HR HM THM
Masse Volumique ρ (kg/m3) 1750 1810 1950
Module d’Young E (GPa) 230 400 600
Contrainte à rupture σ (MPa) 3500 2800 2000
TABLE 2.2 - Caractéristiques mécaniques des fibres de car-
bone [Berthelot, 1999]
Finalement, nous utiliserons un composite unidirectionnel à fibres longues (fibres
de carbone HR) noyées dans une matrice thermodurcissable (résine époxy).
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2.2 Le composite stratifié
2.2.1 Les échelles usuelles de travail
Un composite stratifié 2 est constitué d’un empilement de plusieurs couches élé-
mentaires (dans notre cas le pli unidirectionnel) orientées dans différentes directions.
Usuellement, on définit trois échelles de travail (FIG. 2.1) :
– celle des constituants (échelle microscopique, les grandeurs caractéristiques
sont de l’ordre de quelques µm) : on distingue alors les fibres de la matrice (FIG.
2.1 a) ;
– celle des plis (échelle mésoscopique, les grandeurs caractéristiques sont de
l’ordre de quelques mm) : on ne distingue pas les fibres de la matrice dans
chaque couche qui est considérée comme homogène (FIG. 2.1 b) ;
– celle du stratifié (échelle macroscopique, les grandeurs caractéristiques sont
de l’ordre de quelques mm, voire plus) : on ne distingue pas les couches de la
séquence d’empilement, le stratifié est considéré comme homogène (FIG. 2.1 c) .
e3
e2
e1
(a) échelle microscopique
e3
e2
e1
(b) échelle mésoscopique
(c) échelle macroscopique
FIGURE 2.1 - Les échelles usuelles de travail
2. On parle aussi de matériau multicouche
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2.2.2 Les différents repères liés aux stratifiés
Afin de préciser l’orientation de chacun des plis qui forment le stratifié, on a pour
habitude de définir en premier lieu un repère orthonormé de référence associé au
stratifié. On le note R(O, x, y, z). Le vecteur x définit la direction à partir de laquelle
on compte les angles des différents plis. Dans le cas d’une éprouvette droite, soumise
à un chargement uni-axial, on choisit généralement l’axe défini par la direction de
chargement. Le vecteur z définit la direction perpendiculaire au plan du stratifié
(FIG. 2.2).
(a) (b)
FIGURE 2.2 - Nomenclature couramment utilisée pour la des-
cription d’un stratifié
On définit ensuite un repère orthonormé local associé à chaque pli du stratifié.
L’indice « k » définit le k-ième pli (en partant du haut) du stratifié. Le repère local
de la couche k est alors noté Rkloc(O, e
k
1, e
k
2, e
k
3). Le vecteur ek1 définit la direction des
fibres et on pose θk = (x, ek1). Enfin, le repère local du pli hors du stratifié est noté
Rloc(O
′, e1, e2, e3). La direction des fibres est définie par le vecteur e1 et e3 définit la
direction orthogonale au plan moyen.
La description d’un stratifié constitué par l’empilement de n plis identiques mais
désorientés dont les angles sont (en partant du haut) θ1, θ2, . . . , θp, . . . , θn se fait usuel-
lement en écrivant les angles d’empilement des couches au travers de leurs angles de
désorientation de la manière suivante : (θ◦1, θ◦2, . . . , θ◦p, . . . , θ◦n).
2.2.3 Comportement mécanique du pli unidirectionnel
Dans le cadre de l’élasticité linéaire, le comportement d’un matériau considéré
continu, peut être décrit par la loi de HOOKE généralisée qui se présente sous la
forme σ≈ = [C] ε≈ reliant le tenseur des contraintes σ≈ au tenseur des déformations
ε≈ par la matrice de rigidité [C]. En inversant cette relation on obtient ε≈ = [S] σ≈ où
[S] représente la matrice des souplesses. Dans le cas le plus général d’un matériau
continu, élastique et anisotrope les 4-tenseurs [C] et [S] dépendent de 21 coefficients
indépendants. Il est toutefois possible de réduire le nombre de ces coefficients en po-
sant certaines hypothèses simplificatrices. D’une manière générale, les architectures
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classiques des renforts au sein d’un composite à fibres longues confèrent aux maté-
riaux trois axes de symétries orthogonaux. Le comportement du milieu homogène
équivalent peut alors être considéré comme orthotrope, ce qui permet de réduire le
nombre de coefficients indépendants à 9 (EQ. 2.1) :

ε11
ε22
ε33
γ23
γ31
γ12

=

S11 S12 S13 0 0 0
S12 S22 S23 0 0 0
S13 S23 S33 0 0 0
0 0 0 S44 0 0
0 0 0 0 S55 0
0 0 0 0 0 S66


σ11
σ22
σ33
τ23
τ31
τ12

(2.1)
Le pli de base utilisé dans cette étude est un composite unidirectionnel. Ce type de
matériau est généralement considéré comme isotrope transverse. En d’autres termes,
on considère qu’il a un comportement isotrope dans le plan (e2, e3) perpendiculaire à
l’axe des fibres. Cela ce traduit au niveau de la relation contrainte-déformation par :
S22 = S33 et S12 = S13 et S55 = S66 (2.2)
De plus les coefficients Sij de la matrice des souplesses peuvent s’exprimer en
fonction des propriétés mécaniques du matériau :
S11 =
1
E11
S22 = S33 =
1
E22
S44 =
2(1 + ν23)
E22
S12 = S13 = − ν12
E11
= − ν21
E22
S23 = − ν23
E22
S55 = S66 =
1
G12
=
1
G13
(2.3)
Finalement, dans le cas d’un pli unidirectionnel, la loi de HOOKE généralisée
s’écrit :

ε11
ε22
ε33
γ23
γ31
γ12

=

1
E11
− ν12
E11
− ν12
E11
0 0 0
− ν12
E11
1
E22
− ν23
E22
0 0 0
− ν12
E11
− ν23
E22
1
E22
0 0 0
0 0 0
2(1 + ν23)
E22
0 0
0 0 0 0
1
G12
0
0 0 0 0 0
1
G12


σ11
σ22
σ33
τ23
τ31
τ12

(2.4)
Connaissant le comportement du pli, la théorie des plaques stratifiées permet
d’homogénéiser un empilement et d’en déduire des constantes mécaniques équiva-
lentes.
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2.3 Les mécanismes d’endommagement. Généralités
La ruine des matériaux composites n’est pas initiée par un unique mécanisme
d’endommagement, mais elle est la conséquence de l’accumulation de plusieurs modes
de dégradations. En effet, par endommagement on entend le développement plus ou
moins progressif de micro-défauts (micro-vides, micro-fissures...) qui conduisent par
coalescence à des macro-défauts (fissures, dé-cohésions...) menant ainsi à la ruine de
la structure.
Les mécanismes d’endommagement dans les composites stratifiés à fibres longues
sont aujourd’hui clairement identifiés. Différents facteurs peuvent influencer l’appa-
rition et le développement de ces dégradations : la séquence d’empilement, la nature
de la matrice, le procédé de fabrication... Ainsi, soumis à des sollicitations externes,
les matériaux composites sont le siège de dégradations au niveau des fibres (ruptures
de fibres), de la matrice (micro-vides, fissures intra-laminaires) ou encore au niveau
des interfaces fibre/matrice (dé-cohésions fibre/matrice) ou des interfaces inter-plis
(délaminage). La figure 2.3 présente de façon schématique les différents mécanismes
d’endommagement. Dans ce qui suit nous proposons de détailler les caractéristiques
des différents mécanismes.
Afin de fixer un cadre, précisons dès maintenant que les caractéristiques présen-
tées dans la suite ont été dégagées d’observations effectuées lors d’essais sur des
éprouvettes planes sollicitées en traction uni-axiale. Cela a pour principale consé-
quence d’entraîner un état de contrainte uniforme dans la zone utile de l’éprouvette
mais aussi implique la présence de bords libres qui, nous le verrons, ont une influence
sur l’endommagement.
FIGURE 2.3 - Les différents mécanismes d’endommagement
LA DÉCOHÉSION FIBRE/MATRICE ET LES MICRO-VIDES - Au niveau micro-
scopique, des dé-cohésions apparaissent aux interfaces entre les différents consti-
tuants (fibres et matrice). C’est le premier type d’endommagement qui apparait au
sein des matériaux composites. Les zones de dé-cohésion sont des lieux privilégiés
pour l’amorçage de la fissuration intra-laminaire. Ces dégradations sont initiées par
des micro-défauts au sein de chaque pli. Par ailleurs, du fait des processus de fa-
brication, la répartition des fibres dans la matrice est souvent aléatoire. VIOLEAU
[Violeau, 2007] montre que la répartition des fibres peut être à l’origine de zones de
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concentration de contraintes où peuvent s’initier des dé-cohésions (FIG. 2.5). Enfin le
procédé de fabrication peut entraîner l’apparition de contraintes d’origine thermique
responsables elles aussi de dé-cohésions. A cela s’ajoutent les problèmes d’adhésion
entre les fibres et la matrice ainsi que des micro-vides qui peuvent coalescer pour
former une fissure à l’échelle mésoscopique (FIG. 2.4). L’influence des dé-cohésions
fibre/matrice sur le comportement du matériau reste toutefois difficile à évaluer.
(a) (b)
FIGURE 2.4 - Décohésion fibre/matrice (a) et coalescence en
une fissure (b) [Gamstedt and Sjören, 1999]
FIGURE 2.5 - Concentration de contraintes dans un compo-
sites fibres/matrice [Violeau, 2007]
LA FISSURATION INTRALAMINAIRE - Elle apparaît en premier lieu dans les plis
les plus désorientés par rapport à la direction du chargement (on rappelle que l’on se
place dans le cas d’une plaque en traction uni-axiale). Toutefois, la fissuration peut
se produire dans n’importe quel pli k, de repère local associé Rkloc(O, e
k
1, e
k
2, e
k
3), dès
lors que les contraintes transverses dans les directions ek1 ou ek2 ou de cisaillement
dans les plans (ek1, ek2) ou (ek1, ek3) au sein du pli atteignent les valeurs à rupture de
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ce dernier. L’étude de la fissuration constitue le point central de notre étude. Aussi,
nous y reviendrons plus en détails dans la suite de ce chapitre (§2.5).
FIGURE 2.6 - Réseau de fissures transverses
[Thionnet et al., 2002]
LE DÉLAMINAGE - Dans le cas d’un composite stratifié, aux mécanismes élémen-
taires décrits précédemment, s’ajoute un mécanisme de décollement inter-couches ap-
pelé délaminage. Les différentes orientations des plis formant le stratifié entraînent
des différences d’anisotropie par rapport au repère de référence qui sont à l’origine
de contraintes interlaminaires. Ce sont ces contraintes qui pilotent l’apparition et la
propagation du délaminage. Une structure de type plaque plane présente des bords
libres qui peuvent être à l’origine de singularités au niveau des contraintes interla-
minaires proches des bords libres. Ce phénomène, plus couramment appelé « l’effet de
bord », peut accélérer le développement du délaminage. D’abord étudiées de manière
analytique [Pipes and Pagano, 1970], [Puppo and Evensen, 1970], les singularités de
contraintes aux bords libres font depuis longtemps l’objet de nombreuses investiga-
tions numériques basées sur différentes techniques. Parmi les principales, on trouve
la méthode des différences finies [Ye and Yang, 1988], la méthode des éléments finis
[Engrand, 1981], des modèles multi-particulaires [Caron et al., 2006] ou encore des
modèles de zones cohésives [Camanho and Dàvilla, 2002].
LES RUPTURES de FIBRES - Au sein d’un composite stratifié sollicité en traction
uni-axiale, les fibres sont sollicitées différemment suivant l’orientation du pli dans
lequel elles se trouvent. Les ruptures de fibres interviennent de façon brutale dans
les plis pour lesquels la contrainte suivant l’axe e1 est suffisamment importante. Ce
phénomène se produit majoritairement dans les plis orientés dans la direction de la
sollicitation. Dans ces plis, les zones situées à proximité des fissures intra-laminaires
présentes dans les plis adjacents sont des lieux privilégiés pour les ruptures de fibres.
En effet, des auteurs [Gamstedt and Sjören, 2002][Stinchcomb, 1986] constatent que
la présence des fissures est à l’origine de zones de concentrations de contraintes favo-
risant les ruptures de fibres. L’apparition de ruptures de fibres conduit généralement
à la rupture totale du stratifié. COX [Cox, 1952] propose une approche analytique
unidimensionnelle pour étudier les transferts de charges qui se produisent au sein
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d’un unidirectionnel lors de la rupture d’une fibre. Il introduit ainsi le concept de
« Shear Lag Analysis ». Son approche a été reprise et étendue aux cas bidimension-
nel [Hedgepeth, 1961] et tridimensionnel [Hedgepeth and Van Dyke, 1967]. La puis-
sance des ordinateurs permet aujourd’hui d’étudier ce phénomène au sein de struc-
tures réelles (type réservoir) par la méthode des éléments finis à l’aide d’un procédé
multi-échelles [Blassiau et al., 2008].
FIGURE 2.7 - Délaminage de bord libre d’un stratifié de type
(20◦3/− 20◦3)s [Diaz Diaz and Caron, 2006]
(a) 0% σR (b) 62% σR
(c) 74% σR (d) 86% σR
FIGURE 2.8 - Illustration de l’endommagement par ruptures
de fibres dans la séquence (0◦5) [Kim et al., 2003]
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2.4 Intéractions entre les différents mécanismes d’endom-
magement
Généralement l’endommagement s’initie au niveau microscopique par des dé-
cohésions aux interfaces fibre/matrice. Les dé-cohésions coalescent ensuite jusqu’à
former des fissures à l’échelle mésoscopique. Si la fissuration n’est pas catastrophique
pour l’intégrité d’une structure, elle peut être à l’origine d’autres types de dégrada-
tions qui peuvent s’avérer beaucoup plus nocifs tels que le délaminage (FIG. 2.9) ou
les ruptures de fibres.
(a) (b)
FIGURE 2.9 - Microdélaminage initié en tête de fissure dans
un stratifié (a) (0◦n/90◦m)s [Gamstedt and Sjören, 2002] et (b)
(90◦n/0◦m)s [Okabe et al., 2008]
Si le délaminage peut-être créé au niveau des bords libres, lorsqu’ils existent
(§2.3), il peut également s’amorcer en pointe de fissure intra-laminaire. Lorsque des
fissures intra-laminaires se développent dans un pli elles sont stoppées par les plis
adjacents au pli fissuré qui ont une orientation différente. En pointe de fissure, les
concentrations de contraintes induites sont telles que du délaminage peut appa-
raître entre les deux plis adjacents. On parle alors de micro-délaminage ou de dé-
laminage local (FIG. 2.9). Nous verrons que l’apparition du délaminage, parce que
celui-ci empêche le transfert de charge entre les plis, est une des causes respon-
sables du phénomène de saturation de la fissuration [Wang and Crossman, 1980].
D’une manière générale, le délaminage est un mécanisme particulièrement endom-
mageant qui peut conduire rapidement à la ruine totale par une perte considérable
de rigidité de la structure. Ce phénomène est observé par de nombreux auteurs tels
que XU [Xu, 1994], WANG et CROSSMAN [Wang and Crossman, 1980], GAMSTEDT et
SJÖGREN [Gamstedt and Sjören, 2002], ou encore OKABE, NISHIKAWA et TAKEDA
[Okabe et al., 2008]. HUCHETTE, VANDELLOS et CARRERE [Huchette et al., 2009] pro-
posent une approche permettant d’étudier le couplage entre la fissuration et le déla-
minage basée sur un essai de traction sur une éprouvette pré-fissurée sur laquelle ils
font une entaille à partir de laquelle s’initie et se propage le délaminage.
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La présence de fissuration intra-laminaire peut favoriser l’apparition de ruptures
de fibres en créant des zones de concentrations de contraintes en pointe de fissures
[Stinchcomb, 1986] [Gamstedt and Sjören, 2002]. La figure (FIG. 2.10) propose une
représentation schématique l’interaction entre la fisuration intra-laminaire et les
ruptures de fibres dans le cas d’un stratifié de séquence (0◦/90◦)s en carbone/époxy.
FIGURE 2.10 - Schéma représentant l’interaction entre la fis-
suration intra-laminaire et les ruptures de fibres dans un stra-
tifié carbone/époxy [Stinchcomb, 1986]
L’analyse présentée dans ce qui précède montre que l’endommagement des compo-
sites stratifiés unidirectionnels est un phénomène complexe qui regroupent différents
mécanismes. Bien sûr, tous ces mécanismes d’endommagements ne sont pas nécessai-
rement présents simultanément et uniformément dans le matériau du fait de la géo-
métrie de la structure étudiée et du type d’empilement. La ruine des stratifiés est le
résultat de la combinaison de l’ensemble des mécanismes élémentaires d’endomma-
gement du pli unidirectionnel (dé-cohésion fibre/matrice, fissuration intra-laminaire,
rupture de fibres) auxquels s’ajoutent les mécanismes de décollement intra-laminaire
(délaminage) (FIG. 2.11). Comme nous l’avons déjà précisé, dans cette étude nous
nous intéressons principalement à la fissuration intra-laminaire. Ainsi, nous propo-
sons maintenant un état de l’art plus approfondi sur ce type d’endommagement.
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FIGURE 2.11 - Chronologie des différents types d’endomma-
gement (d’après [Tang et al., 2004])
2.5 La fissuration intra-laminaire
Si un matériau composite unidirectionnel sollicité dans la direction des fibres pré-
sente d’excellentes propriétés mécaniques, ses caractéristiques vont rapidement se
dégrader dès que ce dernier est sollicité dans les directions hors axes. Ces dégrada-
tions sont dues notamment à l’apparition d’endommagement. Lorsqu’un stratifié est
sollicité en traction, les dé-cohésions aux interfaces fibre/matrice peuvent apparaître
et se développer rapidement jusqu’à former une fissure à l’échelle du pli.
L’étude et l’observation de la fissuration dans les composites stratifiés soumis à
des sollicitations quasi-statiques ou cycliques ont fait l’objet de nombreux travaux
[Garret and Bailey, 1977] [Reifsnider, 1977][Parvizi et al., 1978][Manders et al., 1983]
[Daniel and Charewicz, 1986]. Précisons cependant que dans toutes ces études, l’en-
dommagement est observé dans le cas d’éprouvettes droites sollicitées en traction
uni-axiale. Dans les matériaux à forte anisotropie tels que les composites unidirec-
tionnels, la direction des fissures dépend fortement de l’arrangement géométrique
des constituants et non de la direction du chargement comme cela peut être le cas
pour les matériaux métalliques. Dans un stratifié sollicité en traction uni-axiale, les
plis les plus désorientés (plis à 90◦) par rapport à la direction de chargement sont les
plus sensibles à la fissuration mais des fissures peuvent également apparaitre dans
les plis d’orientations différentes (FIG. 2.12).
Dans le cas d’une éprouvette plane, sollicitée en traction uni-axiale, les fissures
apparaissent sur les bords libres et se propagent dans la largeur et dans l’épaisseur
de l’échantillon. Sous l’effet d’un chargement quasi-statique, l’apparition et la pro-
pagation complète dans l’épaisseur et la largeur du pli sont quasi-instantanées. En
revanche, sous l’effet d’un chargement de fatigue, les micro-fissures qui se forment
sur le bord libre se propagent plus ou moins rapidement vers le centre de l’éprou-
vette sous l’effet des sollicitations cycliques. LAFFARIE-FRENOT et HENAFF-GARDIN
[Lafarie-Frenot and Henaff-Gardin, 1990] étudient la propagation des fissures dans
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2.5 La fissuration intra-laminaire
un stratifié (0◦/90◦)s sollicité en fatigue et montrent que toutes les fissures ne sont
pas traversantes (FIG. 2.13). D’autres auteurs [Boniface and Ogin, 1989] montrent
que le taux d’accroissement de longueur par cycle d’une fissure dépend de la distance
entre celle-ci et ses voisines mais pas de sa longueur. Toutefois, on peut rencontrer
des fissures de fatigue qui se propagent quasi-instantanément dans la largeur de
l’éprouvette, c’est le cas pour des chargements à plusieurs niveaux [Nairn, 2000].
Considérons par exemple un chargement faible suivi d’un chargement fort. Lors du
chargement faible, des fissures se créent sur les bords libres et se propagent lente-
ment vers le centre de l’éprouvette. En appliquant ensuite un deuxième chargement
à un niveau de contrainte plus élevé, les fissures déjà initiées vont se propager ins-
tantanément dans la largeur du pli (comme pour un chargement quasi-statique) pen-
dant que de nouvelles fissures apparaissent sur les bords libres de l’éprouvette et se
propagent lentement vers le centre.
(a)
(b)
FIGURE 2.12 - Photographie aux rayons X d’un ré-
seau de fissures parallèles aux fibres dans des stratifiés
(a) (0◦/ ± 55◦)s [Thionnet et al., 2002] et (b) (0◦/45◦2/90◦)s
[Yokozeki et al., 2005] sollicités en traction uniaxiale
Jusque là, seules les fissures créées par des efforts d’origine mécanique ont été
évoquées. Il est bien évident que ce n’est pas le seul moyen d’endommager un ma-
tériau. Ainsi, FAVRE, LEVADOUX, OCHIN et CINQUIN [Favre et al., 1996], LAFARIE-
FRENOT et HENAFF-GARDIN [Henaff-Gardin and Lafarie-Frenot, 2002] puis LAFARIE-
FRENOT et HO [Lafarie-Frenot and Ho, 2006] ou BURCHAM, EDULJEE et GILLESPIE
[Burcham et al., 1995] étudient les phénomènes d’endommagement sous sollicitations
cycliques d’origine thermique. Ils observent notamment l’apparition de fissures sur
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les bords libres se propageant vers le centre de l’échantillon sous l’effet des cycles
thermiques.
(a) (b)
FIGURE 2.13 - Radiographies aux rayons X d’un strati-
fié (0◦7/90◦)s T300/914 sollicité en fatigue (60%σR, R = 0.1,
f = 10 Hz), (a) N = 5 .103 cycles, (b) N = 5 .104 cycles
[Lafarie-Frenot et al., 2001]
Des fissures intra-laminaires peuvent également se produire dans les plis alignés
dans la direction du chargement. Une sollicitation de traction longitudinale entraîne
une déformation dans le sens transverse. Si cette déformation est suffisamment im-
portante, et du fait des différences de coefficient de Poisson entre les plis à 0◦ et
les plis désorientés par rapport à l’axe du chargement, des fissures parallèles aux
fibres peuvent apparaitre dans les plis à 0◦. On parle alors de splitting. Ce type de
fissure est généralement observé dans les zones à fort gradient (FIG. 2.14). BADER,
BAILEY, CURTIS et PARVIZI [Bader et al., 1979] montrent que ce type de fissure est
moins courant dans les composites carbone/époxy que dans les verre/époxy qui ont
une déformation à rupture plus importante.
L’apparition et l’accumulation des fissures intra-laminaires influencent directe-
ment les propriétés thermo-mécaniques du stratifié et entrainent la détérioration de
certaines de ses propriétés telles que les modules d’élasticité, les coefficients de Pois-
son ou les coefficients de dilatation thermique. Des auteurs, parmi lesquels HASHIN
[Hashin, 1987], NUISMER et STAN [Nuismer and tan, 1988], LAWS et BROCKENBROUGH
[Laws and Brockenbrough, 1987] ou encore LIM et HANG [Lim and Hong, 1989], ont
montré que la chute de rigidité occasionnée par les fissures dépend du nombre de fis-
sures et de l’épaisseur du pli fissuré. De plus, la présence des fissures entraine l’ap-
parition d’autres types d’endommagement (délaminage, ruptures de fibres). En effet,
la fissuration induit des zones de concentrations de contraintes localisées en tête de
fissures qui participent à l’apparition du délaminage. Enfin, l’endommagement crée
des passages où diverses substances chimiques peuvent s’insérer et accélérer la dé-
gradation du matériau [Bader et al., 1979].
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2.5 La fissuration intra-laminaire
FIGURE 2.14 - Splitting dans un stratifié de
type (0◦/90◦)s soumis à des sollicitations cycliques
[Spearing and Beaumont, 1992]
2.5.1 Evolution et influence de l’épaisseur
REIFSNIDER [Reifsnider, 1977] et GARRET et BAILEY [Garret and Bailey, 1977]
sont les premiers à étudier l’influence de l’épaisseur sur la fissuration intra-laminaire
au sein d’un stratifié de type (0◦/90◦)s. Ce type de stratifié a la particularité de s’en-
dommager majoritairement par fissuration intra-laminaire ce qui facilite l’observa-
tion de ce type d’endommagement. Ces auteurs montrent, par des essais au cours
desquels ils font varier l’épaisseur de la couche à 90˚tout en gardant le même nombre
de plis à 0˚, que l’apparition des fissures, leur cinétique d’apparition, leur nombre et
la distance inter-fissures dépendent de l’épaisseur du pli fissuré (FIG. 2.15).
FIGURE 2.15 - Etat de fissuration à 1.6% de déformation
pour trois épaisseurs (0.75, 1.5 et 2.6 mm) de la couche
à 90◦ d’un stratifié (0◦/90◦n)s sollicité en traction uniaxiale
[Garret and Bailey, 1977]
Il apparaît notamment que le seuil d’endommagement du stratifié est d’autant
plus faible que l’épaisseur du pli est importante. Les essais menés par GARRET et
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BAILEY puis ceux de PARVIZI [Garret and Bailey, 1977],[Parvizi et al., 1978] montrent
que la déformation pour laquelle la fissuration débute est inversement proportion-
nelle à l’épaisseur. Enfin, ils montrent que si l’épaisseur du pli est suffisamment faible
(<0.1mm) aucune fissure n’apparait avant la rupture du stratifié. Ils expliquent cela
par un bilan énergétique du processus de rupture. D’après les travaux de AVESTON et
KELLY [Aveston and Kelly, 1973], ils définissent une valeur minimale de la contrainte
de rupture, en se basant sur le fait que l’équilibre thermodynamique du processus
d’endommagement implique que l’énergie libérée lors de la création d’une fissure doit
être supérieure ou égale à l’énergie de création d’une nouvelle surface de rupture.
FIGURE 2.16 - Evolution de la déformation correspon-
dant à l’apparition de la première fissure dans un strati-
fiés GFRP (0◦/90◦n)s en fonction de l’épaisseur de la couche à
90˚[Garret and Bailey, 1977]
Généralement, la densité de fissures intra-laminaires croit de façon monotone
jusqu’à un état caractéristique appelé état de saturation. La vitesse de fissuration,
d’abord lente, augmente rapidement avant de diminuer jusqu’à tendre vers une vi-
tesse nulle correspondant à la saturation. Cet état est atteint lorsque le transfert
de charge par cisaillement ne peut plus se faire entre les plis adjacents et le pli fis-
suré. L’espacement inter-fissures est alors quasi-uniforme. La courbe d’évolution de
la densité de fissure en fonction du chargement appliqué (effort axial ou cycles de
sollicitations respectivement en quasi-statique et fatigue) se présente sous la forme
d’une sigmoïde (FIG. 2.17 et FIG. 2.18). Toutefois, il convient de signaler que l’état de
saturation, qui dépend bien évidemment du matériau mais aussi de la séquence d’em-
pilement, n’est pas toujours atteint, notamment dans le cas de chargements quasi-
statiques pour lesquels la rupture du stratifié peut intervenir avant.
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FIGURE 2.17 - Allure de la courbe d’évolution de la densité
de fissures dans la couche à 90˚d’un stratifié carbone/époxy
T300/N174 de séquence (α◦/90◦p)s en fonction de la contrainte
uni-axiale appliquée [Caron and Ehrlacher, 1997b]
FIGURE 2.18 - Allure de la courbe d’évolution de la densité de
fissures en fonction du nombre de cycles pour différents niveaux
de sollicitations (indiqués comme un pourcentage du l’effort à
rupture en quasi-statique) [Diao et al., 1995]
Afin de bien comprendre le phénomène de saturation, il convient d’expliquer le
mécanisme de fissuration. La figure ci-après (FIG. 2.19) représente un stratifié (0◦/90◦)s
sollicité en traction longitudinale. Lorsqu’une fissure se crée, aucun effort n’est trans-
mis au travers la fissure. Les efforts sont alors repris par les plis adjacents orientés
à 0◦ pour être transmis de nouveau à la couche à 90◦ par un mécanisme de transfert
de charges au niveau de l’interface entre les plis d’orientations différentes. Lorsque
le transfert de charge ne s’opère plus suffisant pour atteindre la contrainte à rupture
du pli et ainsi créer une nouvelle fissure, on considère que l’état de saturation est at-
teint. Cet état caractéristique d’endommagement dépend non seulement du matériau
considéré mais également de l’épaisseur du pli fissuré. En outre, BONIFACE, SMITH,
OGIN et BADER [Boniface et al., 1987] montrent dans le cas d’un stratifié de type
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(0◦/90◦)s que l’épaisseur de la couche à 90˚influence fortement la densité de fissures
à saturation. Plus précisément, celle-ci est inversement proportionnelle à l’épaisseur
du pli.
BERTHELOT [Berthelot et al., 1996] montrent qu’il existe une distance inter-fissure
critique en-dessous de laquelle le transfert de charge ne s’opère plus suffisamment
pour créer une nouvelle fissure (FIG. 2.20). Ces résultats rejoignent les travaux an-
térieurs de MANDERS, CHOU, JOHNS et ROCK [Manders et al., 1983] qui montrent,
dans leur analyse statistique de la fissuration multiple que la distance inter-fissures
décroit jusqu’à atteindre une valeur limite correspondant à la distance à saturation
qui est dépendante de l’épaisseur du pli fissuré (FIG. 2.21).
σσ
σσ
Zones de transfert de charge
L
2L
x
σloc22
FIGURE 2.19 - Evolution de la contrainte transverse locale σ22
théorique au sein du pli à 90◦ dans un stratifié (0◦/90◦)s
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FIGURE 2.20 - Exemple de distribution de fissure (a) et la
variation correspondante de contrainte transverse moyenne lo-
cale (b) dans la couche à 90◦ d’un stratifié (0◦/90◦)s verre/époxy
[Manders et al., 1983]
FIGURE 2.21 - Evolution de la distance inter-fissure en fonc-
tion de la déformation [Manders et al., 1983]
2.5.2 Influence de la séquence d’empilement
Outre l’épaisseur du pli, la séquence d’empilement influence également la ciné-
tique de fissuration. Des auteurs comme BAILEY et PARVIZY [Bailey and Parvizi, 1981]
et plus récemment SMITH, BONIFACE et GLASS [Smith et al., 1998] montrent que la
déformation nécessaire pour créer une fissure est beaucoup plus faible dans le cas
du (90◦m/0◦n)s que du (0◦n/90◦m)s. De plus, pour un état de fissuration donné, celui-
ci est beaucoup plus pénalisant au niveau des propriétés mécaniques, dans le cas du
(90◦m/0◦n)s que du (0◦n/90◦m)s [Highsmith and Reifsnider, 1982]. Lorsque les plis à 90˚se
trouvent sur les couches exterieures ces derniers se fissurent suivant le même schéma
que lorsqu’ils se trouvent dans les couches intérieures. Les fissures se présentent
sous la forme d’un réseau périodique. Les observations HIGHSMITH et REIFSNIDER
[Highsmith and Reifsnider, 1982] et NAIRN, HU et BARK [Nairn et al., 1993] montrent
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un déphasage de 0.5 fois la distance inter-fissures entre chacune des deux couches à
90˚(FIG. 2.22).
Au delà des différences sur les scénarios de fissuration entre les deux types de
séquences, la cinétique de fissuration est elle aussi dépendante de l’empilement. Plus
particulièrement, la densité de fissures à saturation et la contrainte d’apparition de
la première fissure dépendent de la séquence d’empilement. La fissuration des plis
extérieurs peut se produire de différentes façon : le « splitting », qui rappelons le,
est dû aux différences de coefficients de Poisson, est une première forme de fissura-
tion des plis externes. Ce phénomène peut être amplifié sous sollicitations d’origines
thermiques car un pli unidirectionnel n’a pas les même coefficients de dilatation ther-
mique dans le sens des fibres et dans le sens transverse. Enfin, dans une structure
industrielle, le chargement est rarement uni-axial, ce qui peut là encore être à l’ori-
gine de fissuration dans les plis extérieurs.
FIGURE 2.22 - Schémas de fissuration dans des stratifiés croi-
sés contenant une(des) couche(s) à 90˚. (a) Réseau de fissures
quasi-périodique dans un (0◦n/90◦m)s. (b) Réseaux périodiques
déphasés dans un (90◦m/0◦n)s [Nairn et al., 1993]
SIHN, KIM, KAWABE et TSAI [Sihn et al., 2007] comparent deux stratifiés quasi-
isotropes comportant chacun le même nombre de plis de chaque orientation mais
empilés de manières différentes (regroupés ou dispersés) (FIG. 2.23). Ils montrent
ainsi qu’un stratifié quasi-isotrope de type [(0◦/ ± 45◦/0◦)n]s est plus résistant aux
dommages qu’un stratifié de type [0◦n/ ± 45◦n/0◦n]s. En outre, ils montrent qu’il est
possible de retarder, voire de supprimer l’endommagement (délaminage et splitting)
en répartissant les plis sous la forme de couche mince (FIG. 2.24a).
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FIGURE 2.23 - Deux stratifiés présentant le même nombre de
plis répartis de façons différentes [Sihn et al., 2007]
FIGURE 2.24 - Deux stratifiés présentant le même nombre de
plis répartis de façons différentes [Sihn et al., 2007]
LI, ELLYIN et WHARMBY [Li et al., 2003] observent que l’orientation des plis voi-
sins de la couche à 90˚dans un stratifié (θ◦/90◦)s influence la cinétique de fissura-
tion et la densité de fissures à saturation. Ils comparent notamment les séquences
(0◦2/90◦3)s et (±45◦2/90◦3)s et montrent que la saturation est atteinte plus rapidement
dans le cas du (0◦2/90◦3)s et que le nombre de fissures à saturation est plus important
(FIG. 2.25).
FIGURE 2.25 - Comparaison de la variation de densité de fis-
sures au sein de stratifiés de type (0◦2/90◦3)s et (±45◦2/90◦3)s solli-
cités en fatigue [Li et al., 2003]
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Lors de l’apparition d’une fissure, un transfert de charge se produit entre le pli
fissuré et les plis adjacents. L’intensité des efforts transmis par les plis adjacents
dépend de leur orientation qui influe directement sur la cinétique de fissuration.
OGIHARA et TAKEDA et KOBAYASHI [Ogihara et al., 1998] observant le même phé-
nomène, montrent que l’augmentation de la rigidité des plis adjacents au pli fissuré,
en d’autres termes le fait d’aligner les plis adjacents avec le chargement, a le même
effet que de réduire l’épaisseur du pli fissuré.
2.6 Modélisation des stratifiés endommagés
L’endommagement dans un matériau peut être défini comme un ensemble de
changements micro-structuraux qui interviennent sous l’effet d’un chargement thermo-
mécanique et engendre une détérioration irréversible. Dans un matériau composite,
nous l’avons vu, les mécanismes d’endommagement sont complexes et nombreux.
Sous l’effet d’une sollicitation, une structure composite voit ses propriétés méca-
niques se dégrader bien avant sa rupture finale. La fissuration intra-laminaire qui
apparaît souvent en premier est une des causes de ces dégradations sans pour au-
tant être réellement pénalisant pour l’intégrité de la structure. En revanche, elle est
à l’origine de l’apparition d’autres types d’endommagement, comme le délaminage
ou les ruptures de fibres, qui sont quant à eux beaucoup plus préjudiciables pour la
tenue mécanique. On comprend alors l’importance de pouvoir prédire l’apparition et
l’évolution de la fissuration intra-laminaire mais aussi son influence sur les proprié-
tés mécaniques du matériau. La compréhension et la modélisation des mécanismes
d’endommagement vont amener deux axes principaux de recherche :
– d’une part, l’amorçage et la propagation d’une fissure ;
– d’autre part, les dégradations des propriétés mécaniques de la structure en-
dommagée et la multiplication des fissures, en ayant recours à la Mécanique de
l’Endommagement.
L’enjeu de cette section est de donner une vision large et globale des différents
types de modélisation de la fissuration intra-laminaire et des dégradations de la fis-
suration qui existent dans la littérature.
2.6.1 Les approches micro-mécaniques
Les approches micro-mécaniques visent à donner une description du champ de
contrainte au sein du matériau fissuré afin de prédire l’influence de l’endommage-
ment sur les propriétés mécaniques du stratifiés. Dans ce type d’approches les fis-
sures sont modélisées de façon discrète et en se basant sur l’hypothèse que la propa-
gation des fissures est quasi-instantanée dans la largeur de l’éprouvette, qu’elle n’ap-
paraissent que dans les plis orientés à 90˚par rapport à la direction du chargement et
que leur répartition est périodique. Cela permet de simplifier la recherche du champ
solution en faisant l’approximation que l’étude peut se restreindre à un problème
(pseudo-)bidimensionnel se basant sur l’étude d’une cellule périodique élémentaire
(FIG. 2.26) pour laquelle le comportement du matériau est supposé élastique.
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(a) (b)
FIGURE 2.26 - Cellule périodique élémentaire considérée
pour l’étude de la fissuration (a) Approche de type Shear-
Lag [Laws and Dvorak, 1988], (b) Modèle de type HASHIN
[Nairn, 2000]
2.6.1.1 Les méthodes de type Shear-Lag
En présence de fissures un transfert de charge se produit par cisaillement interla-
minaire entre le pli fissuré et les plis adjacents. Suite aux travaux de COX [Cox, 1952]
qui étudie l’interaction entre les fibres dans un composite unidirectionnel, GARRET et
BAILEY [Garret and Bailey, 1977] proposent une approche dans laquelle ils analysent
le cisaillement interlaminaire et contribuent alors à populariser le modèle « Shear-
Lag Analysis ». Ils proposent pour les stratifiés de type (0◦n/90◦m)s une approche basée
sur l’analyse unidimensionnelle d’une cellule unitaire contenant une seule fissure en
supposant que les champs sont uni-axiaux et uniformes suivant l’épaisseur de chaque
couche du stratifié. L’approche unidimensionnelle qu’ils proposent, dans le cas d’un
stratifié (0◦/90◦)s, postule que la contrainte de cisaillement τ à l’interface entre deux
plis est proportionnelle à la différence des déplacements des plis à 0◦ et 90◦.
FIGURE 2.27 - Contraintes axiale et de cisaillement dans la
couche à 90˚[Berthelot et al., 1996]
La difficulté à trouver une solution analytique exacte au problème, contraint les
auteurs à poser des hypothèses simplificatrices. Outre le fait de considérer le pro-
blème comme unidimensionnel, ils négligent les effets de bords ou les singularités
de contraintes en pointe de fissures ou encore le déplacement dans l’épaisseur uz est
négligé devant le déplacement dans la direction longitudinale ux.
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Le modèle de Shear-Lag Analysis a été repris et généralisé dans de nombreux
travaux tels que ceux de [Highsmith and Reifsnider, 1982] [Nuismer and tan, 1988]
[Laws and Dvorak, 1988] [Macquire et al., 1992] [Berthelot et al., 1996] ou encore ceux
de [Caron and Ehrlacher, 1997b]. Nous pouvons aussi citer les travaux de MANDERS,
CHOU, JOHNS et ROCK [Manders et al., 1983] qui ont développé l’approche initiale
de GARRET et BAILEY [Garret and Bailey, 1977] qui ne considère qu’une seule fis-
sure isolée afin de tenir compte des interactions entre les fissures. Ce type modèle ne
peut traiter que les problèmes de chargement dans le plan de la plaque considérée et
fait intervenir des caractéristiques de raideur d’interface qui restent encore sujettes
à discussion.
2.6.1.2 Les approches variationnelles
Les approches variationnelles, qui constituent la seconde famille d’approches mé-
caniques présente dans la littérature, visent à analyser les champs de contraintes.
HASHIN [Hashin, 1985] utilise le principe du minimum de l’énergie potentielle com-
plémentaire pour donner une estimation de la rigidité du pli et du champ de contraintes
local au sein d’un composite de type « cross-ply ». Dans son approche bidimension-
nelle, la contrainte longitudinale dans la direction x ne dépend que de la position x,
elle est supposée constante dans l’épaisseur. Toutefois cette hypothèse est mise en dé-
faut par LADEVÈZE et LUBINEAU [Ladevèze and Lubineau, 2001] qui montrent que
la prédiction du champ de contraintes obtenue par une approche analytique de type
HASHIN se dégrade lorsque l’épaisseur du pli fissuré diminue. Des auteurs comme
VARNA et BERGLUND [Varna and Berglund, 1992] ou REBIÈRE [Rebiere, 2002] ont
amélioré l’approche de HASHIN en affinant la recherche du champ de contrainte
dans l’épaisseur (direction z). Cette méthode est étendue au cas d’un stratifié « cross-
ply » contenant deux plis fissurés adjacents ce qui permet d’analyser les interac-
tions entre fissuration transverse et longitudinale [Hashin, 1987] ou plus récemment
[Henaff-Gardin et al., 2002]. Le principal inconvénient de cette méthode réside dans
le fait qu’elle est difficilement applicable à des stratifiés de séquences autres que
(0◦n/90◦m)s.
Enfin, évoquons les méthodes de type self-consistent [Laws and Dvorak, 1985] ou
encore les méthodes basées sur une analyse par éléments finis appliquée à la cel-
lule élémentaire qui permettent d’avoir accès à une description tridimensionnelle
du champ de contraintes. Ce type d’approche est utilisée pour suggérer la forme du
champ de contraintes solution [Nairn and Hu, 1992] ou pour recaler une formulation
analytique en déplacement [Nairn, 1995]. Ce type d’approche à l’avantage de pouvoir
prendre en compte une infinité de configurations de l’endommagement (épaisseur,
densité de fissures. . .) mais cela constitue également son point faible dans la mesure
oú chaque configuration nécessite une simulation différente ce qui peut s’avérer ra-
pidement très long et fastidieux.
2.6.1.3 Evolution de l’endommagement
Les trois catégories d’approches présentées dans ce qui précède permettent de
déterminer le champ de contraintes dans un stratifié endommagé par fissuration. Il
convient ensuite de définir des critères d’évolution de la fissuration.
30 Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
2.6 Modélisation des stratifiés endommagés
Dès 1967, WU [Wu, 1967] étend l’utilisation de la Mécanique de la Rupture aux
composites fibres/résine afin d’étudier l’amorçage et la propagation d’une fissure mais
les premiers critères d’apparition de fissures ont été développés avec les méthodes
de type Shear-Lag. Il s’agit alors de critères en contrainte [Garret and Bailey, 1977].
Ils considèrent qu’une fissure apparait dans le pli à 90˚si la contrainte σloc22 dans le
repère local du pli atteint la contrainte à rupture transverse du pli unidirectionnel.
Cependant le principal défaut de cette approche est de dépendre de la géométrie de
la structure et notamment de ne pas rendre compte des effets d’épaisseur. Un critère
différent doit être identifié pour chaque séquence d’empilement.
Afin de palier aux faiblesses des critères en contrainte, d’autres auteurs sont ame-
nés à introduire des critères énergétiques. Ainsi, en se basant sur des travaux anté-
rieurs [Aveston and Kelly, 1973], PARVIZI, GARRET et BAILEY [Parvizi et al., 1978]
proposent une description énergétique de la fissuration. Ils considèrent alors qu’une
fissure peut apparaître lorsque le taux de restitution d’énergie Gf de cette fissure
atteint une valeur critique Gmc qui est intrinsèque au matériau alors que le taux
de restitution d’énergie Gm est une fonction linéaire par rapport à l’épaisseur du pli
considéré. Si cette approche semble perdre en qualité pour les plis épais, elle rend
compte parfaitement de la suppression de la fissuration observée dans les les plis
d’épaisseur inférieure ou égale à 0.1mm.
Enfin, il paraît important de citer les approches probabilistes qui sont souvent
couplées aux critères en contrainte pour fournir une répartition de la résistance du pli
à 90˚permettant de prédire l’apparition des fissures dans des stratifiés de type cross-
ply [Manders et al., 1983] [Fukunaga et al., 1984] [Berthelot and Le Corre, 2000].
Les approches présentées jusqu’ici permettent de représenter et d’étudier de fa-
çon relativement simple la fissuration et son influence sur les propriétés mécaniques
en se basant sur des grandeurs qui ont un réel sens physique. Cependant, le niveau
de description qu’elles demandent rend leur utilisation impossible à l’échelle d’une
structure complète. De plus ces approches se limitent aux stratifications particulières
que sont les stratifiés cross-ply (0◦n/90◦m)s sous certaines hypothèses simplificatrices.
Enfin, ces méthodes fondées sur la Mécanique de la Rupture ne donnent générale-
ment pas de loi d’évolution de l’endommagement.
2.6.2 Les approches basées sur la Mécanique de l’Endommagement
Les carences des modèles précédents nous conduisent à nous intéresser à un autre
type d’approches basées sur la Mécanique de l’Endommagement, dans lesquelles
l’étude de l’endommagement ne se fait plus à l’échelle microscopique mais à l’échelle
supérieure que nous avons appelée précédemment l’échelle mésoscopique. Dès lors
les fissures ne sont plus représentées de façon discrète se qui permet notamment de
simplifier la description du champ de contraintes au sein du pli fissuré par homogé-
néisation du comportement du matériau endommagé.
Ces approches visent à décrirent le comportement d’une structure endommagée
au travers l’utilisation d’une ou plusieurs variables d’endommagement généralement
reliée à la notion de contrainte effective ou à la densité de fissures. L’introduction de
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variable d’endommagement fût initialement proposée par Kachanov [Kachanov, 1958]
et Rabotnov [Rabotnov, 1968] pour décrire les discontinuités introduites par les dé-
gradations dans les métaux ou les bétons. L’endommagement est alors décrit par une
variable interne (au sens de la Thermodynamique des Processus Irréversibles), conti-
nue et prenant des valeurs comprises entre 0 et 1. Ce type de variable fournit une
description globale de l’état d’endommagement et englobe généralement plusieurs
mécanismes d’endommagement. D’autres auteurs proposent des variables liées à la
cinétique d’endommagement (cinétique de fissuration par exemple). Ces variables
peuvent être de nature : scalaire [Ladevèze and LeDantec, 1992], vectorielle [Talreja, 1986]
ou tensorielle [Chaboche, 1979] et décrivent la géométrie et l’orientation du défaut
considéré, le quantifie (au travers de la densité de fissures par exemple) ...
Dans les matériaux composites, du fait de l’anisotropie il devient important de
pouvoir décrire la direction de l’endommagement. Talreja [Talreja, 1985] [Talreja, 1986],
est un des précurseurs de l’approche directionnelle de l’endommagement dans les
composites. Il propose un modèle construit à partir de la connaissance de la géomé-
trie du défaut considéré dans lequel les fissures sont décrites par un vecteur défini
par la normale au plan de la fissure et sa norme. L’écriture d’un potentiel à partir
d’invariants des déformations et de ce vecteur lui permet d’obtenir la loi de com-
portement du matériau homogène équivalent. En revanche, il ne donne pas de loi
d’évolution de l’endommagement. De plus la direction du vecteur est fixe ce qui rend
difficile l’application de ce modèle à une structure présentant plusieurs directions
d’endommagement dans la mesure où il serait alors nécessaire de définir un vecteur
et un potentiel pour chaque direction.
Ce modèle a par la suite été repris et développé par THIONNET, RENARD et
AUSSEDAT [Thionnet, 1991] [Thionnet and Renard, 1993], [Aussedat-Yahia, 1997]. Ils
décrivent alors l’endommagement par un doublet scalaire/vecteur (α, V ) caractéri-
sant la densité de fissures et la direction de l’endommagement. Enfin l’introduction
du mode de fissuration inspiré de la Mécanique de la Rupture leur permet de complé-
ter la description des fissures et notamment de simuler les dégradations en cisaille-
ment. Ce modèle qui sert de base à notre étude est décrit en détails dans la suite.
D’autres auteurs proposent des modèles utilisant plusieurs variables d’endomma-
gement. LADEVÈZE, ALLIX et LE DANTEC [Ladevèze, 1986] [Allix and Ladevèze, 1992]
[Ladevèze and LeDantec, 1992] pour les matériaux composites unidirectionnels, puis
HOCHARD et PAYAN [Hochard et al., 2001] [Payan, 2004] pour les composites tissés
définissent trois variables d’endommagement. Ces variables n’ont pas de significa-
tion précise mais ils en donnent toutefois une loi d’évolution. Les trois variables sont
respectivement associées à la décroissance des raideurs E22 (le module de traction
transverse), G12 (le module de cisaillement) et E11 (le module de traction longitudi-
nale).
Enfin, Allen [Allen, 2001] propose une approche dans laquelle il définit un tenseur
d’endommagement obtenu par homogénéisation d’un volume élémentaire représen-
tatif contenant des micro-fissures puis intègre ce comportement dans une théorie
classique des stratifiés.
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2.7 La fatigue : étude critique et comparative de l’exis-
tant
L’étude du comportement en fatigue des matériaux composites, notamment la pré-
vision de l’endommagement et de la durée de vie de ces matériaux, fait l’objet de nom-
breuses investigations. On trouve dans la littérature plusieurs types d’approches de
ce problème. Les auteurs DEGRIEK et VAN PAEPEGEM [Degriek and Van Paepegem, 2001]
en propose une revue détaillée. D’une façon générale, on peut les classer en trois
grandes catégories [Van Paepegem and Degriek, 2002] [Philippidis and Vassilopoudos, 1999].
1. les modèles visant à prédire la durée de vie : ces approches, généralement ma-
croscopiques, ne tiennent pas compte du mécanisme d’endommagement mais
sont basées sur l’introduction d’un critère de rupture en fatigue et l’utilisa-
tion des courbes de WÖHLER 3, qui définissent, pour une structure, une relation
entre la contrainte appliquée et le nombre de cycles à rupture ;
2. les modèles phénoménologiques qui utilisent le concept de résistance ou la rigi-
dité résiduelle ;
3. les modèles qui prennent en compte l’aspect progressif de l’endommagement et
utilisent une ou plusieurs variables d’endommagement pour décrire l’accumu-
lation de l’endommagement.
2.7.1 Modèles visant à prédire la durée de vie
Les premières études portant sur la modélisation des phénomènes de fatigue dans
les matériaux composites ont consisté à transposer les connaissances acquises dans
les matériaux métalliques aux matériaux composites. Il s’agissait alors de méthodes
empiriques, basées sur des critères de rupture, qui permettaient d’aborder le com-
portement mécanique d’empilement quelconques, en occultant toutefois la physique
de l’endommagement. Ainsi, on présente un premier type d’approche que nous appel-
lerons approches macroscopiques ou globales dans la mesure ou elles s’attachent à
caractériser le comportement macroscopique du stratifié.
2.7.1.1 Approches macroscopiques/globales
Les approches macroscopiques ne tiennent pas compte des mécanismes d’endom-
magement mais permettent de prédire le nombre de cycles Nf à partir duquel inter-
vient la rupture sous un chargement de fatigue fixe et donné. Ces données sont ba-
sées sur l’utilisation des courbes de WÖHLER, appelées aussi courbes S-N ou courbes
d’endurance.
Les courbes de WÖHLER, développées initialement pour les matériaux métal-
liques, permettent de déterminer la durée de vie Nf (nombre de cycles à rupture)
en fonction de l’amplitude de la sollicitation cyclique uni-axiale, pour un rapport de
3. Également appelées courbes S-N ou courbes d’endurance
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charge R = σmin/σmax et une fréquence f fixés (FIG. 2.28). Ces courbes sont obte-
nues par des essais de fatigue uni-axiale sous chargements cycliques d’amplitude
constante.
Ces courbes peuvent être obtenues par l’utilisation du modèle de PALMGREEN
(ou modèle de BASQUIN). Ce modèle est linéaire en échelle bi-logarithmique dans le
repère (log σ,logN ) (EQ. 2.5).
logN = A log σ +B (2.5)
D’une manière générale, l’obtention de ces courbes nécessite un grand nombre
d’essais dans la mesure où il faut une identification par type de chargement. En
d’autres termes chaque identification est faite pour un triplet (R,f ,σmax) donné, pour
un matériau donné et pour une séquence donnée. Par conséquent, ce modèle ne per-
met pas de chargements complexes et ne peut être appliqué dans le cas d’une struc-
ture complexe.
FIGURE 2.28 - Courbes de WÖHLER d’un compo-
site stratifié à plis croisés pour différentes orientations
[Kawai and Honda, 2008]
2.7.1.2 Utilisation d’un critère de rupture
Un des premiers critères de fatigue pour les matériaux composites fut proposé
par HASHIN et ROTEM [Hashin and Rotem, 1977]. Ils font alors la distinction entre
la rupture de fibres (EQ. 2.6) et la fissuration de la matrice (EQ. 2.7)
σA = σ
u
A (2.6)(
σT
σuT
)2
+
( τ
τu
)2
= 1 (2.7)
où σA et σT sont respectivement les contraintes dans l’axe des fibres et perpendi-
culaires aux fibres, τ est la contrainte de cisaillement, σuA, σ
u
T et τ
u sont respective-
ment les contraintes ultimes en traction axiale, traction dans le sens transverse et en
cisaillement. Là encore, les contraintes ultimes sont identifiées pour un triplet (σ, R,
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N) fixé. Le critère est identifié à l’aide de trois courbes (S-N) obtenues pour des essais
de traction uni-axiale cyclique sur un stratifié uni-axial dans les directions hors-axe.
Là encore, le critère ne permet pas de prendre en compte le caractère progressif
des dégradations et ne donne pas de sens physique à l’endommagement. Par ailleurs,
ce critère n’est valable que pour des composites unidirectionnels avec la condition
d’être capable de différencier les deux types d’endommagement au moment de la rup-
ture.
Le principal reproche que l’on peut faire aux différentes approches que nous ve-
nons de présenter réside dans le fait qu’elles nécessitent un grand nombre de don-
nées expérimentales pour chaque matériau, empilement ou type de chargement. De
plus, ces approches sont difficilement extensibles au cas multi-axial. Enfin, elles ne
donnent aucun sens physique à l’endommagement et occultent le caractère progressif
de ce dernier. En revanche, ces approches ont l’avantage d’être très simples à mettre
en oeuvre et nécessitent très peu d’informations sur les mécanismes d’endommage-
ment.
2.7.2 Approches phénoménologiques
2.7.2.1 Rigidité résiduelle
Les modèles basés sur l’utilisation de la rigidité résiduelle visent à décrire la dé-
gradation des propriétés élastiques d’un matériau soumis à un chargement de fa-
tigue.
SIDOROFF et SUBAGIO [Sidoroff and Subagio, 1987] proposent un modèle uni-axial
développé dans le cadre des matériaux composites unidirectionnels chargés dans la
directions des fibres. Le modèle est écrit en déformations, ils introduisent une va-
riable d’endommagement D et séparent les domaines de la traction et de la compres-
sion.
σ11 = E(D)ε11 (2.8)
E(D) = E0(1−D) (2.9)
dD
dN
=
∣∣∣∣∣∣
a.(∆ε11)
c
(1−D)b en traction
0 en compression
(2.10)
où D = 1 − E
E0
, avec E0 le module d’YOUNG longitudinal de matériau non en-
dommagé, a, b et c trois constantes caractéristiques du matériau à identifier, σ et ε
respectivement la contrainte et la déformation uni-axiales et ∆ε l’amplitude de la dé-
formation. Ils identifient le modèle par un essai de flexion 3 points. Le paramètre a
joue le rôle d’un facteur d’échelle. Il est identifié par lissage de la courbe représentant
l’évolution de la rigidité
E
E0
en fonction de
E
E90
oùE90 correspond à la valeur deE pour
une chute de rigidité de 10%. Le paramètre b contrôle le processus de dégradation et
enfin c est identifié par lissage de la courbe σmax = f(N90).
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La modélisation qu’ils proposent ne permet pas de renseigner sur l’état d’endom-
magement du matériau, de plus elle ne permet pas de prendre en compte l’influence
du rapport de charge R et de la fréquence f .
Cette approche est reprise par la suite par d’autres auteurs et adaptée afin d’être
pilotée en contraintes et non en déformations. Ainsi, VIELLEVIGNE, JEULIN, RENARD
et SICOT [Vieillevigne et al., 1997] définissent un taux d’évolution de l’endommage-
ment sous la forme :
dD
dN
= Kd
σm11
(1−D)n (2.11)
où σ11 est la contrainte maximale appliquée au stratifié, m et n des paramètres
fixés identifiés pour des valeurs fixées de R et f et Kd un paramètre qui dépend de la
dispersion. Enfin, ils considèrent que l’endommagement n’évolue pas en compression.
Enfin, KAWAI et TANIGUCHI [Kawai, 1999][Kawai and Taniguchi, 2006], modifient
le modèle et l’applique au cas de composites unidirectionnels à fibres de carbone sol-
licités en-dehors de leurs axes.
dD
dN
= K
(σ∗MAX)
n
(1−D)k (2.12)
où K, n et k sont des constantes qui dépendent du matériau, σ∗MAX est défini tel
que :
σ∗MAX = MAX
{√(σ11
X
)2 − σ11σ22
X2
+
(σ22
Y
)2
+
(τ12
S
)2}
(2.13)
avec X, Y et S les résistances à la rupture longitudinale, transverse et en cisaille-
ment.
PHILIPPIDIS et VASSILOPOUDOS [Philippidis and Vassilopoudos, 1999], pour des
stratifiés verre/époxy, proposent une loi normalisée de chute de rigidité qu’ils com-
parent aux approches basées sur l’utilisation des courbes S-N.
EN
E1
= 1−K
(
∆σ11
E0
)c N
Nf
(2.14)
où E1 est la rigidité du matériau après 1 cycle, E0 celle du matériau sain et EN est
la rigidité du matériau après N cycles. ∆σ11 est l’amplitude de la contrainte appli-
quée et c et K des constantes à identifier. L’évolution de la dégradation de la rigidité
du matériau ne dépend que de l’amplitude de la contrainte appliquée, or on observe
expérimentalement que la contrainte maximale a une influence non négligeable sur
l’endommagement. Enfin, là encore, le modèle ne renseigne pas sur l’état d’endomma-
gement du matériau mais uniquement sur la dégradation des propriétés mécaniques.
2.7.2.2 Résistance résiduelle
Le concept de résistance résiduelle a été développé dans de nombreux travaux. Ci-
tons ceux de [Reifsnider and Stinchcomb, 1986][Daniel and Charewicz, 1986] ou en-
core [Spearing and Beaumont, 1992]. Il est repris entre autres par SHOKRIEH et LESSARD
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[Shokrieh and Lessard, 1997] qui proposent un modèle uni-axial basé sur celui pro-
posé initialement par HALPIN, JERINA et JOHNSON [Halpin et al., 1973]. Ils consi-
dèrent dans leur étude que la résistance résiduelle Re(N) est un fonction monotone
décroissante du nombre de cycles N . Ils prennent la loi d’évolution de la résistance
résiduelle en fonction du nombre de cycles sous la forme suivante :
dRe(N)
dN
= − A(σ
max
11 )
n[Re(N)]m−1
(2.15)
où A(σmax11 ) est une fonction de la contrainte maximale σmax11 et m une constante.
Il convient d’évoquer également les approches probabilistes proposées par CHOU
et CROMAN [Chou and Croman, 1979] ou encore WHITNEY [Whitney, 1981].
Contrairement aux approches basées sur la rigidité résiduelle, la détermination
de la résistance résiduelle impose la destruction de l’échantillon testé. Il est alors
extrêmement difficile, voire impossible de de comparer l’état d’endommagement de
deux échantillons différents. De plus, ces modèles ont été développés dans le cas uni-
axial et ne permettent pas de prendre en compte le cas d’une structure soumise à des
chargements complexes.
2.7.3 Approches visant à décrire l’évolution de l’endommagement
L’endommagement de fatigue dans les matériaux composites correspond à la nais-
sance et la coalescence de micro-fissures conduisant à la formation de macro-fissures.
Or bien que certains modèles présentés jusque là permettent de rendre compte de
l’aspect progressif des dégradations, aucun n’est en mesure de décrire l’évolution du
matériau soumis à un chargement de fatigue. On présente donc dans ce qui suit un
deuxième type d’approche dont l’objectif est la description de l’évolution de l’endom-
magement.
Du fait de sa simplicité, la loi de MINER [Miner, 1945] est sans doute la plus
connue et la plus utilisée des bureaux d’étude. Il s’agit, du fait même de sa construc-
tion, d’une loi de cumul de l’endommagement linéaire, c’est à dire qu’elle considère
qu’un chargement faible suivi d’un chargement fort provoque le même effet qu’un
chargement fort suivi d’un chargement faible (FIG. 3.74). Il est toutefois important
de préciser que cela n’est évidement pas toujours vérifié expérimentalement.
REMARQUE
Bien que la règle de cumul soit linéaire, cette dernière peut s’appliquer éga-
lement à des lois d’évolution non linéaires à condition qu’il existe une relation
biunivoque entre la variable d’endommagement et la fraction de vie écoulée
N
NR
.
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(a) (b)
FIGURE 2.29 - Loi de cumul de l’endommagement : (a) cumul
linéaire, (b) cumul non linéaire
MINER définit donc une variable d’endommagement supposée égale à la fraction
de vie définie par (EQ. 2.16) :
D =
N
NR
(2.16)
où N est le nombre de cycles effectués et NR le nombre de cycles à rupture pour le
chargement considéré.
Ainsi, pour une sollicitation de fatigue constituée de k niveaux différents (FIG.
2.30), l’endommagement généré vaut (EQ. 2.17) :
D =
k∑
i=1
Ni
NRi
=
k∑
i=1
ri (2.17)
où Ni est le nombre de cycles effectués avec le chargement i, pour lequel le nombre
de cycles à rupture estNRi. Il apparait clairement que la loi de Miner est linéaire dans
la mesure où elle découle d’une sommation linéaire des fractions de vie ri =
Ni
NRi
.
La rupture du matériau est supposée atteinte lorsque la sommeD vaut une valeur
critiqueDc égale à 1. La fraction de vie résiduelle rk au niveau p de chargement, après
k − 1 cycles de sollicitations s’écrit alors (EQ. 2.18) :
rk =
Nk
NRk
= 1−
k−1∑
i=1
Ni
NRi
(2.18)
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FIGURE 2.30 - (a) Chargement composé de plusieurs blocs de
sollicitations, (b) description du i-ème bloc, (c) courbe S-N cor-
respondante [Miner, 1945]
Dans le cas d’un chargement à deux niveaux de contrainte, l’équation EQ. 2.18
donne : r2 = 1 − r1, où r1 et r2 sont les fractions de vies respectivement aux niveaux
1 et 2. La représentation graphique de la loi de MINER, dans le repère des fractions
de vie (r1, r2) est une droite, appelée droite de MINER indépendante du niveau de la
sollicitation (FIG. 7.4)
FIGURE 2.31 - Droite de MINER dans le cas d’un chargement
à deux niveaux [Miner, 1945]
La loi de Miner est simple d’utilisation, elle n’a besoin d’aucun paramètre par-
ticulier à déterminer : elle nécessite simplement la connaissance de la courbe S-N
du matériau. Cependant, la loi ne tient pas compte de l’historique du chargement :
c’est la raison pour laquelle elle induit un cumul linéaire. Ainsi, elle ne prend pas
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en compte l’effet de l’endommagement des cycles d’amplitude inférieure à la limite
d’endurance du matériau même s’ils sont appliqués après que l’endommagement soit
initié par un ou plusieurs cycles d’amplitude supérieure à cette limite. Enfin, elle ne
donne pas un sens physique à l’endommagement.
2.7.3.1 Approches basées sur la mécanique de la rupture
Ce type d’approche est en général utilisé pour les matériaux métalliques pour
lesquels une unique fissure peut s’initier, se propager et conduire à la ruine de la
structure. Dans le cas des matériaux composites cette approche est modifiée afin de
pouvoir prendre en compte l’apparition de multiples fissures.
CARON et EHRLACHER [Caron and Ehrlacher, 1997a],[Caron and Ehrlacher, 1997b]
proposent dans leur travaux d’utiliser la résistance résiduelle Re comme indicateur
de l’endommagement. Ils proposent une loi de décroissance de la résistance résiduelle
du pli transverse d’un stratifié (0◦/90◦)s au cours d’un cycle de sollicitations d’ampli-
tude (∆σ) et de rapport de charge R. Par un calcul élastique sur une cellule fissurée,
ils utilisent une loi de PARIS qui donne la vitesse de fissuration en fonction du facteur
d’intensité de contrainte. Il font l’hypothèse que la croissance des fissures est pilotée
seulement par l’amplitude des contraintes (∆σ) et pas par le rapport de charge R.
Ils aboutissent ainsi à une loi d’évolution de la résistance résiduelle en fonction du
nombre de cycles sous la forme (EQ. 2.19) :
dRe
dN
= g(Re,∆σ11) = −CR3−ηe ∆ση11 ≥ 0 (2.19)
où C et η sont les paramètres de la loi de PARIS. Ils sont identifiés expérimen-
talement par un lissage de la courbe représentant la probabilité de rupture du pli à
90˚en fonction de Re par une loi de type WEIBULL. Ils en déduisent une expression
de la durée de vie résiduelle Nr d’un matériau de résistance résiduelle initiale Rinite
soumis au chargement cyclique définit par (∆σ11, R) (EQ. 2.20)
Nr =
∫ σ11
Rintie
1
g(Rinite ,∆σ11, R)
dRe (2.20)
Ce modèle se limite au cas des composites de type (0◦n/90◦m)s soumis à un charge-
ment de traction cyclique uni-axiale. De plus, la loi de décroissance de la résistance
résiduelle est écrite en fonction de paramètres extérieurs (∆σ,R). Or, une telle des-
cription du chargement ne serait pas suffisante dans le cas d’une structure dont la
géométrie entrainerait un état de contrainte localement multi-axial.
FENG, GILCHRIST, KINLOCH et MATTHEWS [Feng et al., 1997] modélisent la crois-
sance de la fissuration intralaminiare sous chargements cycliques dans les compo-
sites à fibres de carbone. Une analyse expérimentale leur permet de montrer que la
propagation des fissures en mode I peut être modélisée par une loi de PARIS modifiée
de la forme :
dA
dN
= D.Gnmax (2.21)
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où A la surface du dommage due à la fissuration intra-laminaire, Gnmax est le taux
de restitution d’énergie maximum sur un cycle de fatigue et n et D des constantes
matériaux.
HÉNAFF-GARDIN, LAFFARIE-FRENOT et GOUPILLAUD [Henaff-Gardin et al., 1997],
[Henaff-Gardin and Lafarie-Frenot, 2002] proposent de caractériser l’endommagement
par la surface fissurée. Ainsi, ils proposent une loi de la forme :
dS
dN
= A
(
GI
Gmax
)n
(2.22)
où S représente la surface fissurée, GI le taux de restitution d’énergie correspon-
dant à l’énergie libérée lors de la création de la surface fissurée considérée en mode
I, Gmax la valeur du taux de restitution d’énergie lors de la création de la première
fissure. Enfin, A et n sont des constantes déterminées expérimentalement pour une
fréquence f et un rapport de charge R donnés.
2.7.3.2 Approches utilisant un formalisme thermodynamique
Les méthodes présentées dans ce qui suit s’appuient sur une description de l’état
du matériau au travers l’utilisation de variables d’état. Ce type de description impose
de prendre en compte l’aspect progressif des dégradations.
Approches basées sur la mécanique de l’endommagement
LADEVÈZE, LE DANTEC et ALLIX [Ladevèze, 1986], [Ladevèze and LeDantec, 1992]
et [Allix and Ladevèze, 1992] utilisent la Mécanique de l’Endommagement pour étu-
dier le comportent des composites stratifiés. Ils proposent un modèle formulé en
contraintes, développé dans le cadre de la thermodynamique des processus irréver-
sibles. Ils représentent l’endommagement dans les plis unidirectionnels par deux va-
riables scalaires représentant respectivement la dégradation du module d’élasticité
transverse Et et du module de cisaillement plan Glt. De plus, ils tiennent compte du
caractère unilatéral de l’endommagement. Ainsi, ils définissent les deux variables
scalaires de la façon suivante :

Glt = G
0
lt(1− d) d ∈ [0, 1]
Et = E
0
t (1− d′) pour σt > 0 d′ ∈ [0, 1]
Et = E
0
t pour σt < 0
(2.23)
Les variables d’endommagement sont supposées constantes dans l’épaisseur du
pli et sont associées à des fissures parallèles à la direction des fibres. L’énergie élas-
tique pour un pli endommagé peut donc s’écrire, à l’échelle mésoscopique, sous l’hy-
pothèse des contraintes planes, où les indices « l et t » désignent respectivement les
directions des fibres et transverses :
ED =
1
2
[
〈σl〉2+
E0l
+
ϕ
(〈σl〉−)
E0l
− νltσlσt
E01
+
〈σt〉2+
E0t (1− d′)
+
〈σt〉2−
E0t
+
(τlt)
2
2G0lt(1− d)
]
(2.24)
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avec : {
〈a〉+ = a si a ≥ 0 sinon 〈a〉+ = 0
〈a〉− = a si a ≤ 0 sinon 〈a〉− = 0 (2.25)
Les forces thermodynamiques associées aux variables d’endommagement sont dé-
finies telles que :
Yd =
∂ED
∂d
=
1
2
〈〈σlt〉〉2
G0lt(1− d)2
(2.26)
Yd′ =
∂ED
∂d′
=
〈〈〈σt〉+〉〉2
E0t (1− d′)2
(2.27)
où 〈〈. . .〉〉 signifie la moyenne dans l’épaisseur du pli.
Enfin, ils définissent les lois d’évolution suivantes :
d =
〈Y (t)− Y0〉
Yc
si d < 1 et Y < Ys
d′ =
〈Y ′(t)− Y ′0〉−
Y ′c
(2.28)
Ce modèle, par la ensuite, a été étendu au cas de la fatigue. Ainsi, PAYAN et
HOCHARD [Payan, 2004] [Payan and Hochard, 2002] reprennent cette approche en
ajoutant l’hypothèse d’un endommagement cumulé, c’est-à-dire que l’évolution des
variables d’endommagement dépend à la fois des chargements monotones et des char-
gements cycliques. L’hypothèse d’un endommagement cumulé permet de décrire l’état
du matériau indépendamment du chargement qu’il a subi. Ainsi ils décomposent les
variables d et d′ qui représentent l’endommagement global en deux parties couplées
pilotées par la partie statique (le premier quart de cycle de la sollicitation) et la partie
cyclique (le reste de la sollicitation) du chargement.
d = dS + dF et d′ = d′S + d
′
F d et d
′ ∈ [0, 1] (2.29)
Ils proposent une loi d’évolution de l’endommagement en fatigue faisant interve-
nir les effets des chargements maximum et de l’amplitude du chargement.
∂df
∂N
= c
〈
(Ys − Ym)αY βs − Y0f
〉
d′f = b
′df
(2.30)
avec Ys(t) = sup
t′∈cycle(t)
√
Y (t′) et Ym(t) = min
t′∈cycle(t)
√
Y (t′)
Les coefficients c, α, β et Y0f sont des caractéristiques du matériau. Y0f correspond
à la limite de fatigue du matériau, c’est à dire le seuil d’endurance en dessous duquel
le matériau ne s’endommage pas sous une sollicitation de fatigue.
SEDRAKIAN et et al. [Sedrakian et al., 1997] [Sedrakian et al., 2002] reprennent
la même approche mais celle-ci diffère du modèle de LADEVÈZE en ce sens que le
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potentiel est écrit en déformations et non en contraintes de manière à simplifier l’in-
tégration numérique. Ils définissent trois variables d’endommagement d11, d22 et d33
respectivement associées à la rupture de fibres, la fissuration transverse et la dé-
cohésion fibre/matrice. Ils définissent le potentiel thermodynamique sous la forme :
ϕ =
α11
1 + β11
Y β1111 +
α22
1 + β22
Y β2222 +
α12
1 + β12
Y β1212 (2.31)
où les variables αi et βi sont des fonctions qui dépendent des paramètres expéri-
mentaux (rapport de charge R, fréquence f , contrainte maximum σmax11 ). Y11, Y22,Y12
sont les variables thermodynamiques définies par :
Yij =
∂We
∂dij
(2.32)
avec We l’énergie élastique de déformation. Les lois d’évolutions de l’endommage-
ment sont alors définies par :
d(dij)
dN
=
∂ϕ(σ,R, f)
dYij
(2.33)
Les lois d’évolutions sont ensuite identifiées à l’aide d’essais de traction cyclique
sur des éprouvettes de types (0◦/90◦)s et (±45◦)s.
Remarquons que les variables scalaires utilisées dans ces approches n’ont pas de
réel sens physique dans la mesure où ils n’utilisent pas de grandeurs caractéristiques
du défaut observées expérimentalement. Cette dernière remarque nous conduit à un
dernier type d’approches basées sur une description physique des défauts.
Approches basées sur la description physique du défaut
Nous l’avons dit précédemment, TALREJA [Talreja, 1985] a été le premier déve-
lopper dans ses travaux une approche directionnelle de l’endommagement dans les
matériaux composites. Il a développé, rappelons le, dans le cadre de la thermody-
namique des processus irréversibles, une approche physique de l’endommagement
(fissuration) visant à décrire les fissures par par un doublet scalaire/vecteur. Chaque
fissure est alors caractérisée par la normale à son plan et par sa longueur.
Son approche est reprise par THIONNET et ses co-auteurs [Thionnet et al., 2002]
[Thionnet and Renard, 1993] et appliquée à l’échelle du pli ce qui lui donne l’avantage
d’un caractère intrinsèque au pli et lui permet de décrire le comportement d’un stra-
tifié quelconque. Les fissures correspondent à des discontinuités de déplacement sui-
vant les composantes normales, tangentielles ou intermédiaires. Ainsi, ils définissent
deux variables internes m et r qui traduisent la géométrie évolutive des fissures. La
variable m représente le mode de sollicitation alors que r permet de quantifier le dé-
placement relatif des lèvres de fissures (FIG. 2.32). La quantité d’endommagement
est caractérisée par la densité de fissures représentée par la variable α.
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FIGURE 2.32 - Géométrie des fissures
Ils définissent un critère d’endommagement fonction de l’état local de déformation
maximal ε qu’ils considèrent comme le paramètre le plus influant sur la fissuration,
la variable d’endommagement α, les variables m et r ainsi que le nombre de cycles
N :
c(ε, α,m, r) = Ac(α,m, r,N)−A(ε, α,m, r) ≤ 0 (2.34)
où Ac(α,m, r,N) représente la fonction seuil d’endommagement qui est une pro-
priété du matériau et doit être identifiée expérimentalement. L’influence des para-
mètres caractéristiques du chargement R et f interviennent uniquement dans les
coefficients de la fonction seuil qui sera détaillée dans la suite. L’identification de la
fonction seuil nécessite la donnée de courbes expérimentales donnant la densité de
fissures en fonction du chargement appliqué. La dépendance du seuil vis-à-vis des
variables m permet de tenir compte du fait que l’énergie nécessaire pour créer une
fissure dépend du mode de chargement. Il est nécessaire d’avoir des renseignements
expérimentaux où la densité de fissures est relevée pour des plis soumis à des valeurs
différentes de m. Ensuite, par une procédure inverse, en donnant l’évolution des den-
sités de fissures expérimentales, on calcule la variable A et on écrit qu’au cours du
processus d’endommagement, on a A = Ac. Un lissage de ces résultats fournit la
fonction Ac(α,m).
Ils obtiennent la loi d’évolution de l’endommagement en appliquant l’hypothèse
de cohérence à ce critère :
dα =
∂2ψ(ε, α,m, r)
∂α∂ε
dε− ∂A
c(α,m, r,N)
∂N
dN
∂Ac(α,m, r,N)
∂α
− ∂
2ψ(ε, α,m, r)
∂α2
(2.35)
où ψ est la fonction énergie libre.
Cette approche présente l’avantage d’être multi-axiale et de traduire le caractère
unilatéral du dommage c’est-à-dire qu’elle tient compte du fait que lors du passage en
compression les fissures se referment et le matériau retrouve sa rigidité initiale. En
revanche, la présence du nombre de cycles N dans la fonction seuil Ac est incorrecte
dans la mesure où N n’est pas une variable d’état.
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2.8 Discussion
Nous avons présenté dans ce chapitre un certain nombre de modèles d’endomma-
gement en fatigue que nous avons classés en trois catégories principales :
– les approches visant à prédire la durée de vie :
Ces approches, souvent très simples à mettre en oeuvre, sont appliquée à l’échelle
du stratifié, ne tiennent pas compte du mécanisme d’endommagement et par
conséquent ne requièrent aucune connaissance du phénomène. Enfin, elles sont
généralement basées sur l’introduction d’un critère de fatigue, inspiré des cri-
tères de rupture en statique, ou sur l’utilisation des courbes de WÖHLER qui
demandent un grand nombre d’essais expérimentaux. De façon générale, ces
approches ne permettent pas de chargements complexes et sont difficilement
applicables au cas d’une structure complexe.
– les approches phénoménologiques ;
Ces approches utilisent généralement le concept de résistance ou rigidité rési-
duelle comme indicateur de l’endommagement. Elles ne donnent pas de rensei-
gnements sur l’état d’endommagement mais décrivent seulement la dégrada-
tion des propriétés mécaniques.
– les approches prenant en compte le caractère progressif du dommage.
Le principal avantage de ces méthodes résident dans le fait qu’elles permettent
de suivre l’évolution de l’endommagement. Dans ce cadre, de part sa simplicité
d’utilisation, la loi de MINER, qui propose un cumul linéaire de l’endommage-
ment, reste la plus utilisée. Cependant elle présente l’inconvénient de ne pas
tenir compte de l’histoire du chargement subie par le matériau.
Les autres modèles présentés se classent en deux catégories : les modèles basés
sur une approche de type Mécanique de la Rupture qui décrivent l’amorçage et
la propagation des fissures et les modèles utilisant un formalisme thermodyna-
mique s’appuyant sur une description du matériau au travers l’utilisation de
variables d’état.
L’ensemble de ces modèles, même s’ils admettent pour certains un état de contrainte
multi-axial, sont écrits et identifiés dans le cas de sollicitations uni-axiales, ce qui est
rarement le cas dans une structure réelle. Par ailleurs, ils font intervenir explicite-
ment la variable N (nombre de cycles) dans la loi d’évolution de l’endommagement
ce qui implique de pouvoir considérer au mieux un chargement à amplitude, valeur
moyenne et fréquence constante par bloc ce qui n’est pas toujours représentatif de la
réalité. De plus, on peut s’interroger sur la définition d’un cycle dans une structure.
En effet, il s’agit d’une grandeur externe et macroscopique. Or, il semble légitime de
penser que dans une structure à fort gradient de contraintes, tous les points de la
structure ne sont pas soumis aux mêmes cycles de sollicitations.
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Chapitre 3
Étude expérimentale de
l’endommagement dans les
stratifiés
La connaissance s’acquiert par l’expé-
rience, tout le reste n’est que de l’informa-
tion.
Albert Einstein
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3.1 Introduction
3.1 Introduction
Nous l’avons montré dans l’analyse de la littérature faite au chapitre précédent
(CHAP. 2), l’endommagement des composites stratifiés est un phénomène complexe
qui met en jeu plusieurs mécanismes. Aussi, nous faisons le choix d’axer notre étude
sur un seul mécanisme : la fissuration intra-laminaire.
Bien que n’étant pas catastrophique pour l’intégrité d’une structure, la fissuration
peut être soit à l’origine, soit être un facteur accélérant pour d’autres types de défauts
tels que le délaminage ou les ruptures de fibres qui eux s’avèrent beaucoup plus nui-
sibles pour la tenue mécanique d’une structure [Thionnet, 1991] [Huchette et al., 2009].
Dans ce cadre, il devient important de pouvoir prédire l’apparition et l’évolution de
la fissuration.
Aussi, nous proposons dans ce chapitre, une étude expérimentale de la fissuration
sous chargements quasi-statiques et cycliques. Les objectifs que nous nous fixons sont
les suivants :
1. obtenir des renseignements qualitatifs ;
L’idée est ici d’étudier la géométrie des fissures, leur orienta-
tion, leur mode de propagation ou de multiplication, l’historique
d’apparition ... Ces observations sont capitales dans la mesure
où nous souhaitons écrire un modèle basé sur les mécanismes
physiques qui gouvernent l’endommagement.
2. mettre en évidence les interactions entre les différents types d’endommage-
ment ;
Nous nous attacherons entre autre à déterminer quel est le rôle
de la fissuration dans le processus d’apparition et la propaga-
tion du délaminage.
3. identifier les différents facteurs qui influent sur la cinétique de fissuration ;
Il s’agit ici d’étudier l’influence du niveau de chargement, de
l’épaisseur de la couche fissurée, du mode d’ouverture des fis-
sures ...
4. quantifier l’endommagement par fissuration, son évolution et l’influence de l’ap-
parition de fissures sur les propriétés mécaniques du matériau.
Notre but ultime étant de capitaliser un maximum de renseignements tant d’un
point de vue qualitatif que quantitatif qui nous permettront de dégager les princi-
pales caractéristiques et paramètres à prendre en compte lors de la modélisation.
Ainsi, les résultats expérimentaux serviront de base à l’écriture et l’identification
d’un modèle d’endommagement par fissuration intra-laminaire.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
Dans ce qui suit nous commencerons par présenter et justifier l’utilisation des dif-
férentes stratifications étudiées. Nous présenterons ensuite les différents protocoles,
équipements et essais expérimentaux mis en place pour caractériser le comportement
mécanique du pli unidirectionnel et étudier l’endommagement au sein des stratifiés.
En outre nous présenterons une technique de détection et de suivi de l’endommage-
ment par une analyse optique in-situ. Un stratifié est un empilement de plusieurs
plis, il est donc important de connaître le comportement du pli de base. Aussi, nous
présenterons dans un premier temps les essais réalisés sur le pli unidirectionnel
avant de proposer les résultats obtenus au cours des essais réalisés sur les stratifiés
croisés sollicités en quasi-statique puis en fatigue. Nous présenterons tout d’abord les
résultats obtenus d’un point de vue qualitatif qui découlent d’une simple observation
visuelle. Nous en dégagerons entre autres les caractéristiques physiques de l’endom-
magement ou les interactions entre différents mécanismes d’endommagement. Enfin,
nous terminerons par les résultats nous permettant de quantifier l’endommagement
et notamment de déterminer des cinétiques de fissuration, ou d’évaluer les dégrada-
tions des propriétés mécaniques.
3.2 Choix des stratifications
Un composite stratifié est avant tout un empilement de plusieurs plis orientés
dans différentes directions dont il est important de connaître le comportement. Pour
cela, on réalise des essais de traction quasi-statique sur l’unidirectionnel, dans le sens
des fibres, dans le sens transverse et dans les directions hors-axes. Nous utiliserons
donc les séquences (0◦n), (90◦n), (45◦n), (±45◦n)s, (±30◦n)s et (±20◦n)s (TAB. 3.1). Ces essais
servent notamment à l’identification des coefficients de la matrice de rigidité telle
qu’elle a été définie par loi de HOOKE généralisée (EQ. 2.1).
Nous nous intéressons ensuite à l’endommagement par fissuration intra-laminaire.
Il est bien évident que le choix de stratifications doit se faire en fonction des infor-
mations recherchées. L’analyse bibliographique faite au chapitre précédent (CHAP.
2) montre que l’épaisseur et la séquence d’empilement sont deux paramètres directe-
ment liés au choix de la stratification et qui ont une grande influence sur la fissura-
tion.
Les séquences (0◦n/90◦m)s, appelées également cross-plied, se prêtent bien à l’étude
de la fissuration car elles ont la particularité de s’endommager majoritairement par
fissuration intra-laminaire. On parle alors de fissuration transverse. Ce type de sé-
quence permet notamment d’étudier l’influence de l’épaisseur en faisant varier le
nombre de plis orientés à 90˚tout en fixant le nombre de plis à 0˚. Ainsi, nous utilise-
rons les séquences (0◦3/90◦3/0◦3), (0◦3/90◦6/0◦3) et (0◦3/90◦12/0◦3).
La cinétique de fissuration d’un pli diffère en fonction de sa position dans l’em-
pilement, plus particulièrement suivant qu’il se trouve sur les couches intérieures
ou dans les couches de peau [Nairn et al., 1993]. Aussi des essais sur la séquence
(90◦/0◦2/90◦) permettent d’étudier la fissuration des couches extérieures.
Enfin, des séquences de type (0◦n/± θ◦m)s permettent d’étudier l’influence du mode
d’apparition des fissures (fissures ouvertes ou cisaillées). La séquence (0◦n/ ± 45◦m)s
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3.2 Choix des stratifications
permet d’avoir des fissures sollicitées majoritairement en cisaillement, alors que la
séquence (0◦n/±55◦m)s est une configuration mixte entre le cisaillement et l’ouverture.
L’ensemble de ces stratifications soumises à un chargement adéquat permettent
d’étudier les mécanismes d’endommagement et notamment d’isoler les différents pa-
ramètres qui influent sur la cinétique de fissuration. En outre, ils permettent de mai-
triser le type d’endommagement, d’étudier l’influence de l’épaisseur, de la position du
pli fissuré dans l’empilement et du mode d’apparition des fissures (TAB. 3.2).
Séquences Informations recherchées
(0◦3)
Module élastique : E11
Coefficients de Poisson : ν12, ν21
Caractéristiques à rupture : σ11R, ε11R
(90◦3)
Module sens transverse : E22
Caractéristiques à rupture : σ22R, ε22R
(45◦3)
Module de cisaillement : G12
Caractéristiques à rupture : σ12R, ε12R
(±20◦3)s, (±30◦3)s, (±45◦3)s Comportement hors axes
TABLE 3.1 - Récapitulatif des stratifications utilisées pour la
caractérisation du comportement de l’unidirectionnel
Séquences Informations recherchées
(0◦3/90◦3/0◦3) Analyse de la fissuration intra-laminaire
(0◦3/90◦6/0◦3) Influence de l’épaisseur de la couche fissurée
(0◦3/90◦12/0◦3) et du niveau de chargement
(90◦/0◦2/90◦) Influence de la séquence d’empilement
(0◦3/± 45◦3)s Influence du mode de sollicitation
(0◦3/± 55◦3)s
TABLE 3.2 - Récapitulatif des stratifications utilisées pour
l’étude de l’endommagement
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.3 Élaboration des stratifiés
L’ensemble des stratifiés utilisés dans cette étude ont été élaborés à partir du
pré-imprégné fourni par la société STRUCTIL sous la forme d’une bobine dont les
principales caractéristiques sont données dans le tableau (TAB. 3.3).
Type de fibre Masse de fibre Type de résine Taux de résine
carbone (HR) 300g/m2 R367-2 38 %
TR50 ±15 ±2
TABLE 3.3 - Caractéristiques du pré-imprégné (données fabri-
quant)
3.3.1 Préparation des échantillons
Les différentes stratifications nécessaires pour cette étude ont été élaborées par
plaques de 300 × 300 mm2 moulées à partir d’empilements de 3 à 18 plis (environ
1 à 6 mm). La polymérisation a été effectuée dans un four autoclave par la société
STRUCTIL suivant le cycle (pression,température) donné figure 3.1. L’application
d’une pression d’environ 3.7 bars ayant pour but de favoriser la pénétration de l’époxy
entre les fibres et d’éliminer l’excédent de résine présent initialement dans le pré-
imprégné.
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FIGURE 3.1 - Cycle de polymérisation de la résine R367-2
Les éprouvettes sont découpées à la meule diamant dans les plaques ainsi fabri-
quées. Les découpes sont réalisées dans différentes directions par rapport à l’axe des
fibres de manière à obtenir les orientations souhaitées (FIG. 3.2). Enfin pour éviter
tout endommagement provoqué par la pression des mâchoires des mors au cours des
essais, les éprouvettes sont équipées de talons en composite verre/époxy tel que le
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3.3 Élaboration des stratifiés
recommande la norme ISO 527-5. Les talons sont collés à l’aide d’une colle époxy
bi-composants (Araldite).
FIGURE 3.2 - Découpe des éprouvettes dans les plaques stra-
tifiées [Blassiau, 2005]
Certaines normes (ASTM D 638 par exemple) préconisent d’utiliser des éprou-
vettes dites « haltères » ou à section réduite pour favoriser la rupture dans la zone
utile lors d’un essai de traction. Toutefois, l’utilisation de ce type de géométrie in-
troduit plusieurs problèmes dans le cas des matériaux composites à fibres continues.
D’abord, se pose le problème de l’usinage qui peut sévèrement endommager le maté-
riau [Ghidossi, 2003]. Ensuite, cela soulève de nombreuses interrogations quant aux
concentrations de contraintes présentes dans les zones courbes. Finalement, bien que
sensibles à toute contrainte parasite qui pourrait favoriser l’initiation de la rupture,
les éprouvettes droites semblent le meilleur compromis [Levesque, 2000].
La géométrie et les dimensions des éprouvettes retenues sont présentées sur la
figure (FIG. 3.3). La longueur des éprouvettes est de 250 mm tel que le recommande
la norme ASTM D 3039 et elle est d’un ordre de grandeur largement supérieur aux
autres dimensions ce qui permet de respecter le principe de SAINT-VENANT dans la
zone utile de l’éprouvette.
15 mm
250 mm
60 mm 60 mm130 mm
FIGURE 3.3 - Géométrie et dimensions des éprouvettes testées
exprimées en mm
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.3.2 Observations microscopiques
3.3.2.1 Distribution des fibres
La figure 3.4 montre le champ poli d’un stratifié de type (0◦3/90◦3/0◦3) et met en
évidence l’hétérogénéité de la micro-structure. De part sa nature même, le composite
est un matériau hétérogène puisqu’il est constitué de deux matériaux distincts et
non miscibles : les fibres et la matrice (FIG. 3.4a). De plus, nous pouvons remarquer
la distribution irrégulière des fibres dans la matrice. Il présente en effet des zones
riches en fibres et d’autres riches en matrice (FIG. 3.4b). Comme nous l’avons expliqué
précédemment, les stratifiés sont obtenus par empilement de différents plis de pré-
imprégnés. Cette superposition est à l’origine de l’hétérogénéité dans la répartition
des fibres. Elle est notamment à l’origine des zones inter-plis riches en résine. Enfin,
notons qu’au sein même du pli, la répartition des fibres n’est pas uniforme. Les zones
riches en résine observées dans chaque pli correspondent aux chemins empruntés
par la résine entre les différentes mèches de fibres lors de l’élaboration du composite.
ALBEROLA, MERLE et BENZARTI [Alberola et al., 1999] montrent, dans le cas d’un
verre/époxy, que l’hétérogénéité de la répartition des fibres est indépendante de la
fraction volumique de fibres et qu’elle est due au procédé de fabrication, à la viscosité
de la matrice et aux interactions qui se développent entre les fibres.
(a) (b)
FIGURE 3.4 - Champ poli d’un stratifié de type (0◦3/90◦3/0◦3)
mettant en évidence l’hétérogénéité de la distribution des fibres
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3.4 Dispositif expérimental
3.3.2.2 Les défauts d’élaboration
Les observations microscopiques révèlent la présence de défauts consécutifs à
l’élaboration des stratifiés. Ces défauts sont essentiellement des porosités qui se
trouvent majoritairement dans les zones riches en résine. Elles sont de formes cir-
culaires ou allongées et leur taille (diamètre ou longueur) varie de quelques dizaines
à une centaine de micromètres (FIG. 3.5).
FIGURE 3.5 - Champ poli d’un stratifié de type (0◦3/90◦3/0◦3)
3.4 Dispositif expérimental
3.4.1 Machines d’essais mécaniques et instrumentation des éprou-
vettes
On peut classer les essais réalisés dans cette étude en deux catégories : les essais
de traction quasi-statique (traction monotone ou charge/décharge) et les essais de
traction cyclique.
Les essais de traction quasi-statique ont été réalisés sur une machine de traction
électro-mécanique à vis de marque INSTRON. Cette machine permet un pilotage
en charge (contrainte) ou en déplacement (déformation). Pour plus de stabilité et
pour simplifier l’asservissement de certains essais (notamment les essais de charge-
décharge) nous avons choisi un asservissement en contrainte. La contrainte appli-
quée à l’éprouvette est calculée à chaque instant à l’aide de la relation suivante (EQ.
3.1) :
σ = σt0 +
F˙
S
× (t− t0) (3.1)
où σt0 est la contrainte appliquée en (MPa) à l’éprouvette à l’instant t0, F˙ la
vitesse de charge appliquée par la machine en (N . s−1) et S la section de l’éprouvette
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
en (mm2). Nous avons choisi une vitesse de charge de 1MPa . s−1. Afin d’avoir une
meilleure précision sur les résultats, la cellule de charge est adaptée à la séquence
testée. Ainsi, la machine a successivement été équipée d’une cellule de charge de
1000, 5000 ou 10000 daN .
Les essais de traction cyclique ont été réalisés sur une machine de traction hy-
draulique de marque MAYES. La machine est équipée d’une cellule de charge de
20000 daN (FIG. 3.7). Là encore, nous avons choisi un pilotage en charge.
FIGURE 3.6 - Vue générale de la machine hydraulique utilisée
pour les essais de traction cyclique et des mords auto-serrants
Les éprouvettes sont maintenues à l’aide de mors auto-serrants. Ce choix est jus-
tifié par les charges importantes en présence dans ces essais. Ce type de mors est le
plus adapté pour éviter le glissement de l’éprouvette (FIG. 3.7). Nous rappelons que
les éprouvettes sont équipées de talons en composite fibres de verre / résine époxy
afin que celles-ci ne soient pas endommagées par les mâchoires des mors comme le
préconise la norme ASTM D638.
Enfin, le suivi des propriétés mécaniques des stratifiés est fait par extensométrie.
Les éprouvettes sont équipées d’un extensomètre (base de mesure 25mm) pour me-
surer le déplacement longitudinal permettant de calculer la déformation associée et,
lorsque cela était nécessaire, d’une jauge de déformation donnant accès à la déforma-
tion dans le sens transverse.
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3.4 Dispositif expérimental
FIGURE 3.7 - Instrumentation des éprouvettes
3.4.2 Les moyens d’observation
De nos jours, il existe diverses méthodes de détection de l’endommagement dans
les matériaux composites. Le ressuage et la réplique d’éprouvette, qui consistent à
prendre une empreinte du champ de l’éprouvette, sont parmi les plus simples et
les plus anciennes techniques d’observation. Cependant, elles présentent le gros in-
convénient de nécessiter le démontage de l’éprouvette. Parmi les plus couramment
utilisées on trouve les méthodes basées sur l’émission acoustique [Laroche, 1980],
[Valentin and Bunsell, 1982], [Valentin, 1983] qui consistent à analyser la libération
d’énergie sous forme d’ondes élastiques au sein du matériau lorsque ce dernier s’en-
dommage. Toutefois, aucune étude ne démontre clairement que cette technique est
capable de distinguer, ni de localiser les différents types d’endommagement dans le
cas où plusieurs dégradations sont présentes simultanément. Enfin, les ondes acous-
tiques sont créées par l’apparition du dommage si bien que cette technique ne per-
met pas de détecter l’endommagement initialement présent au sein du matériau.
Nous pouvons également citer les méthodes fondées sur la technologie des rayon-
nements X. L’inconvénient majeur de ce type de méthode réside dans l’impossibi-
lité de faire des observations en cours d’essai. La micro-tomographie aux rayons X
[Schilling et al., 2005] permet l’observation en cours d’essai et permet d’avoir accès à
la géométrie en trois dimensions des défauts. Cependant, la petite taille de l’échan-
tillon observé devient rapidement un facteur limitant. Il existe encore d’autres tech-
niques telles que l’utilisation de fibres optiques [Wevers et al., 2006], les ultrasons
[Scarponi and Briotti, 2000], les micro-ondes [Rossignol and Thionnet, 2006], les me-
sures de courant [Abry et al., 2001], la thermographie infrarouge [Miner et al., 2004].
Toutefois, la plupart des ces techniques sont lourdes à mettre en oeuvre. Aussi, nous
préfèrerons une technique plus légère basée sur une méthode optique de détection
et de suivi de l’endommagement in-situ. Ce choix est motivé par le souhait que nous
avons de capitaliser des informations à la fois qualitatives et quantitatives.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.4.3 Montage d’observation optique in-situ
La technique consiste à observer et à photographier une zone de l’échantillon
(dans notre cas le bord libre de l’éprouvette) à l’aide d’une caméra. Outre la simplicité
de mise en oeuvre, l’avantage de cette méthode est d’éviter le démontage de l’éprou-
vette après chaque nouvelle sollicitation et ainsi de limiter le nombre d’opérations
et par conséquent le risque d’erreur de positionnement lors du remontage. De plus,
l’observation en cours d’essai facilite l’observation de l’endommagement puisqu’elle
est faite sous charge, les fissures sont donc ouvertes ce qui simplifie grandement leur
détection et leur observation. (FIG. 3.8).
FIGURE 3.8 - Schéma du dispositif expérimental de suivi de
la fissuration
Un montage spécifique d’observation a été mis au point (FIG. 3.9). Il est consti-
tué d’une caméra numérique montée sur une colonne autorisant des déplacements
dans les trois directions de l’espace permettant de balayer tout le champ de l’éprou-
vette. La caméra CCD couplée à un zoom optique grossissant jusqu’à 12 fois permet
d’accéder aux détails de la micro-structure. Le bord libre de l’éprouvette doit être
préalablement poli afin de faciliter l’observation. Ainsi nous avons réalisé un polis-
sage mécanique au papier abrasif du grade 600 au grade 4000. Dans certains cas,
afin de pouvoir faire des observations plus fines au microscope optique, nous avons
réalisé un polissage jusqu’à 1 µm.
Ce montage (FIG. 3.9) permet ainsi de photographier le bord libre de l’éprou-
vette en cours d’essai. Nous assemblons ensuite les images obtenues, qui doivent
être prises avec un certain recouvrement, pour reconstruire le champ de l’éprouvette
(FIG. 3.10).
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3.4 Dispositif expérimental
FIGURE 3.9 - Montage expérimental pour l’observation de
l’endommagement en fatigue
FIGURE 3.10 - Reconstruction du champ d’une éprouvette
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.5 Comportement mécanique du matériau unidirection-
nel
3.5.1 Protocole expérimental
L’étude du comportement d’un matériau consiste, dans une première approche, à
analyser sa réponse à des sollicitations simples dans le but d’identifier la forme de
loi de comportement la mieux adaptée. Une fois le type de loi identifié, il s’agit d’en
déterminer les différents paramètres. Pour ce faire, plusieurs types d’essais ont été
réalisés :
– des essais de traction quasi-statique monotone uni-axiale, dans l’axe et hors-
axe (FIG. 3.11), à différentes vitesses. Ces essais ont été menés jusqu’à rupture
afin de déterminer les différents modules élastiques, les propriétés à rupture
et leur évolution en fonction de la vitesse de sollicitation. Dès lors, pour plus
de simplicité, nous désignerons respectivement par les indices « l » et « t » la
direction des fibres et la direction transverse.
~F ~F
~x
~y
~z
~l
~t
~x
~l
~y
~t
~x
~l
~y
~t
~x
~l
~y
~t
FIGURE 3.11 - Schéma d’une éprouvette d’essai hors-axes et
des repères (global et local) qui lui sont associés
– des essais de charge-décharge en traction uni-axiale avec augmentation de la
charge à chaque palier, un temps de maintien à contrainte nulle entre chaque
palier et cela pour différentes vitesses (FIG. 3.12). L’objectif de ces essais est de
mettre en évidence les phénomènes dissipatifs au sein du matériau (endomma-
gement, phénomènes visqueux...).
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3.5 Comportement mécanique du matériau unidirectionnel
Plusieurs essais de traction uni-axiale sont nécessaires pour déterminer les pro-
priétés élastiques du pli unidirectionnel. Le module d’élasticité longitudinal Ell
et le coefficient de Poisson νlt sont déterminés à l’aide d’un essai de traction
uni-axiale monotone sur la séquence (0◦3). Le module d’élasticité transversal Ett
est obtenu à partir d’un essai de traction uni-axiale monotone sur la séquence
(90◦3). Enfin, le module de cisaillement Glt est obtenu à l’aide d’un essai de trac-
tion uni-axiale monotone sur la séquence (45◦3).
temps (s)
σ11(MPa) Incrément de
chargement
Palier
de chargement
Palier
de relaxation
Rupture
FIGURE 3.12 - Description du chargement appliqué lors d’un
essai de charge-décharge
3.5.2 Essais de traction uni-axiale dans l’axe des fibres (0◦3)
Au regard des différents essais réalisés dans la direction longitudinale (axe des
fibres), il apparaît que le comportement du pli dans l’axe des fibres est quasi-linéaire,
caractéristique d’un comportement élastique. La rupture qui se produit de façon bru-
tale témoigne du caractère fragile et entraîne la destruction totale de l’éprouvette
(FIG. 3.14). D’autre part, les essais de traction monotone à différentes vitesses ainsi
que les essais de charge-décharge montrent que le comportement longitudinal du pli
est insensible aux effets de vitesse (Annexe 7.4FIG. 7.4).
~F~F ~x1
~x2
~l
~t
FIGURE 3.13 - Représentation d’une éprouvette de traction à
0˚et de ses repères associés
Ce comportement, caractéristique des composites à fibres longues, est en fait pré-
visible. En effet, dans ce cas la grande majorité des efforts sont repris par les fibres, le
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
comportement du pli est donc guidé par le comportement élastique des fibres. Nous
notons cependant un léger changement de pente sur les courbes de traction. Il est
possible d’attribuer cette très légère augmentation de la rigidité au comportement
des fibres. En effet, BLASSIAU [Blassiau, 2005] observe une augmentation de la ri-
gidité des fibres en cours de déformation en réalisant des essais de traction sur des
mèches de fibres de carbone T600s. HUCHETTE [Huchette, 2005] explique quant à lui
ce changement de pente par le ré-alignement des fibres légèrement ondulées suite à
la fabrication du stratifié. Il est tout à fait envisageable d’être ici en présence des deux
phénomènes. La relation contrainte- déformation peut être représentée par deux seg-
ments linéaires de pentes voisines se raccordant à ε11 ≈ 0.6 (FIG. 3.15). Pour le calcul
du module d’ YOUNG, du fait de la très faible variation de pente, considèrerons que le
comportement est quasi-linéaire dont le module est la moyenne pondérée des pentes
des deux segments linéaires (EQ. 3.2).
Ell =
0.6
1.5
E
(1)
ll +
0.9
1.5
E
(2)
ll (3.2)
−0.6−0.4−0.2 00
500
1,000
1,500
2,000
εtt (%)
σ
ll
(M
Pa
)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
εll (%)
FIGURE 3.14 - Courbes contrainte-déformation obtenues par
des essais de traction quasi-statique monotone sur la séquence
(0◦3)
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3.5 Comportement mécanique du matériau unidirectionnel
0 0.5 1 1.5
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E
(1)
ll = 116.784GPa
E
(2)
ll = 125.745GPa
FIGURE 3.15 - Courbes contrainte-déformation obtenues par
un essai de traction quasi-statique monotone sur la séquence
(0◦3) et mise en évidence de la variation de pente
Le tableau (TAB. 3.4) présente les valeurs des modules déterminés pour chacun
des essais. E(1)ll et E
(2)
ll représentent respectivement les valeurs des pentes détermi-
nées sur les intervalles εll ∈ [0; 0.6] et εll ∈]0.6; 1.5]. E(pond)ll représente la moyenne
pondérée de E(1)ll et E
(2)
ll . Enfin E
(moy)
ll représente le module moyen déterminé sur la
totalité de l’essai.
Essais E(1)ll E
(2)
ll E
(pond)
ll E
(moy)
ll
0 → 0.6% 0.6 → 1.5% 0 → 1.5% 0 → 1.5%
1 112.399 131.237 123.701 120.729
2 123.577 138.817 132.721 131.643
3 116.784 125.745 122.161 121.948
4 117.887 130.392 125.391 125.394
5 113.592 123.469 119.518 120.108
TABLE 3.4 - Calcul du module sens fibres de la séquence (0◦3),
les valeurs sont exprimées en GPa
REMARQUE
L’ondulation des fibres évoquée précédemment pourrait être évitée en utilisant
le procédé de pultrusion pour la fabrication du composite. En effet, avec ce procédé
les fibres sont mises en tension lors de la fabrication ce qui empêche les ondula-
tions.
Nous récapitulons dans le tableau (TAB. 3.5) les principales caractéristiques mé-
caniques dégagées des essais de traction sur la séquence (0◦3) (module élastique lon-
gitudinal Ell, coefficient de Poisson νlt, contrainte et déformation à rupture σllR et
εllR)).
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Essais Ell σllR εllR εttR νlt
(GPa) (MPa) (%) (%) −
1 123.701 1724.99 1.382 -0.445 0.322
2 132.721 1824.35 1.412 -0.465 0.329
3 122.161 1797.06 1.559 -0.518 0.332
4 125.391 1871.97 1.500 -0.473 0.315
5 119.518 1838.16 1.545 -0.496 0.321
Moyenne 124.699 1811.313 1.480 -0.479 0.324
±64.4 ±55.28 ±0.079 ±0.028 ±0.007
TABLE 3.5 - Résultats des essais de traction sur (0◦3) : caracté-
ristiques mécaniques obtenues par ces essais
3.5.3 Essais de traction uni-axiale dans le sens transverse (90◦3)
De la même façon, les essais réalisés sur la séquence (90◦3) ne laissent apparaître
aucune influence de la vitesse de sollicitation. Les essais de charge-décharge (Annexe
7.4 FIG. 7.4) montrent, là encore, un comportement élastique, linéaire réversible to-
talement indépendant du temps. Dans ce cas, bien que les efforts soient repris par
la résine dont le comportement massif est non-linéaire [Blassiau, 2005], le comporte-
ment du pli reste linéaire élastique. Cela peut se justifier par le fait que la rupture
intervient à l’interface fibre/matrice avant d’atteindre la limite élastique de la résine.
~F~F ~x1
~x2
~t
~l
FIGURE 3.16 - Représentation d’une éprouvette de traction à
90˚et ses repères associés
Le tableau (TAB. 3.6) présente les caractéristiques mécaniques dégagées des es-
sais de traction sur la séquence (90◦3) (module élastique transverse E22, coefficients
de Poisson ν21, contrainte et déformation à rupture σ22R et ε22R).
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FIGURE 3.17 - Courbes contrainte-déformation obtenues par
essais de traction quasi-statique monotone sur la séquence
(90◦3)
Essais Ett σttR εttR εllR νtl
(GPa) (MPa) (%) (%) −
1 7.584 58.292 0.782 -0.015 0.019
2 7.400 56.737 0.769 -0.014 0.018
3 7.464 59.192 0.811 -0.018 0.022
4 7.038 60.784 0.868 -0.014 0.016
Moyenne 7.372 58.751 0.808 -0.015 0.019
±0.235 ±55.28 ±0.044 ±0.002 ±0.003
TABLE 3.6 - Résultats des essais de traction sur (90◦3) : carac-
téristiques mécaniques obtenues par ces essais
3.5.4 Essais de traction uni-axiale hors-axe
Des essais de traction quasi-statique monotone ont été réalisés sur la séquence
(45◦3) à différentes vitesses de sollicitations (FIG. 3.19). D’emblée, on note que le com-
portement du pli sollicité en cisaillement est non linéaire. De plus, on constate que
le module E45◦ est sensible à la vitesse de sollicitation. En outre, il augmente avec la
vitesse de sollicitation. La formule (EQ. 3.3) permet de calculer le module de cisaille-
ment G45.
1
Glt
=
4
E45◦
− 1
El
− 1
Et
+ 2
νlt
El
(3.3)
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~F~F ~x1
~x2
~t
~l
FIGURE 3.18 - Représentation d’une éprouvette de traction
hors-axes et ses repères associés
0 0.5 1 1.5 2
0
20
40
60
80
ε11 (%)
σ
1
1
(M
Pa
)
σ˙11 = 0.5MPa.s
−1
σ˙11 = 1.0MPa.s
−1
σ˙11 = 5.0MPa.s
−1
FIGURE 3.19 - Courbes contrainte - déformation d’un essai de
traction à différentes vitesses de sollicitation sur la séquence
(45◦3)
Vitesse de sollicitation E45 Glt
(MPa.s−1) (GPa) (GPa)
0.5 8.69 3.12
1.0 9.05 3.29
5.0 10.49 4.12
TABLE 3.7 - Influence la vitesse de sollicitation sur le module
de cisaillement au cours d’essais de traction sur la séquence
(45◦3)
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3.5 Comportement mécanique du matériau unidirectionnel
Nous avons testé quatre types de stratifiés dans le but d’identifier le comporte-
ment de pli sollicité en dehors de ses axes : (45◦3), (±45◦3)s, (±20◦3)s et (±30◦3)s. La fi-
gure 3.20 montre des éprouvettes rompues en traction quasi-statique monotone pour
différentes orientations des fibres : 0◦, 20◦, 30◦, 45◦ et 90◦. Il apparaît clairement que
la rupture totale du stratifié se produit le long des fibres.
(a)
0◦
(b)
20◦
(c)
30◦
(d)
45◦
(e)
90◦
FIGURE 3.20 - Photographies des éprouvettes rompues en
traction quasi-statique monotone pour différentes orientations
des fibres : 0◦, 20◦, 30◦, 45◦ et 90◦
Au regard des essais menés sur les différentes orientations (FIG. 3.21), nous pou-
vons noter que la non linéarité de la réponse du matériau aux sollicitations de cisaille-
ment augmente avec l’angle d’orientation des fibres pour atteindre un maximum pour
un angle de 45◦. Cette non linéarité peut avoir deux origines possibles : la viscosité
de la résine et/ou de l’endommagement à l’échelle microscopique (micro-fissuration,
dé-cohésion fibre/matrice). HUCHETTE [Huchette, 2005] montre, en utilisant la tech-
nique de l’émission acoustique, que la rupture des plis hors-axes n’est pas gouvernée
par la rupture des fibres mais par la fissuration de la matrice.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
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FIGURE 3.21 - Courbes contrainte vs déformation pour les es-
sais de traction sur les séquences (±20◦3)s,(±30◦3)s et (±45◦3)s
Afin de mettre en évidence les phénomènes qui peuvent être à l’origine de la non-
linéarité observée, nous proposons d’étudier la séquence (45◦3) qui est la séquence qui
présente la plus forte non-linéarité (FIG. 3.23) en procédant à deux types d’essais :
1. des essais de traction quasi-statique monotone à différentes vitesses de sollici-
tations ;
2. des essais de charge-décharge qui consistent à imposer une succession de cycles
par incrément de 10 MPa jusqu’à atteindre la rupture avec un temps de main-
tien à contrainte nulle entre chaque cycle permettant la relaxation du matériau
(FIG. 3.12).
La figure 3.19 représente les courbes contrainte - déformation obtenues lors des
essais de traction monotone à différentes vitesses de sollicitation (0.1, 0.5 et 1.0
MPa.s−1). Il apparait que le module de cisaillement apparent augmente avec la vi-
tesse de sollicitation (TAB. 3.7). Ce résultat met en évidence que le comportement
de l’unidirectionnel sollicité en cisaillement est gouverné par le comportement visco-
élastique de la résine.
Les résultats des essais de charge-décharge sont présentés figure 3.22. Nous consta-
tons la formation d’une boucle d’hystérésis qui s’ouvre de plus en plus alors que
la contrainte imposée augmente. Nous observons également une diminution de la
déformation résiduelle lors des phases de maintien à contrainte nulle. PETITPAS
[Petitpas, 1993] montre que la déformation résiduelle est imputable, dans un pre-
mier temps à la plastification de la matrice puis, pour un état de contrainte proche
de la rupture, à un endommagement des interfaces fibres-matrice.
La figure (FIG. 3.23) représente les courbes contrainte-déformation obtenues lors
d’essais de traction sur la séquence (45◦3).
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3.5 Comportement mécanique du matériau unidirectionnel
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FIGURE 3.22 - Courbes contrainte-déformation d’un essai de
charge-décharge sur la séquence (45◦3)
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FIGURE 3.23 - Courbe contrainte - déformation d’un essai de
traction sur la séquence (45◦3)
Essais E11 σ11R ε11R ε22R
(GPa) (MPa) (%) (%)
1 9.08 80.552 1.800 -0.374
2 8.89 80.200 1.660 -0.340
3 8.53 79.400 1.780 -0.377
Moyenne 8.836± 0.279 80.384± 0.912 1.747± 0.076 -0.364± 0.021
TABLE 3.8 - Résultats des essais de traction sur (45◦3) : carac-
téristiques mécaniques obtenues par ces essais
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.5.5 Conclusion
Le comportement de l’unidirectionnel est maintenant clairement identifié. Il est
élastique linéaire dans les directions longitudinale et transverse. En revanche, dès
lors qu’il est sollicité en cisaillement son comportement, guidé par celui de la résine,
est non-linéaire et sensible aux effets de vitesse. Dans la suite nous travaillons à
vitesse constante, aussi nous choisirons un module de cisaillement moyen et constant.
Notre objectif est maintenant de caractériser les mécanismes d’endommagement au
sein d’un stratifié.
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3.6 La fissuration intra-laminaire : aspects qualitatifs
3.6.1 Des chargements spécifiques
Le but est ici d’étudier le mécanisme d’endommagement par fissuration dans un
stratifié soumis à des chargements quasi-statiques ou cycliques et d’en suivre son
évolution. Nous rappelons que le suivi de l’endommagement se fait par une analyse
optique in-situ à l’aide d’une caméra munie d’un système de grossissement optique
qui constituent un moyen simple et efficace qui permet de suivre l’endommagement
sans interrompre l’essai. Le bord libre observé est préalablement poli. Une descrip-
tion détaillée du montage est donnée précédemment (§3.4.2). Outre l’analyse phy-
sique de la fissuration, les essais doivent permettre de mettre en évidence l’influence
de l’endommagement sur les propriétés mécaniques. Ainsi, il est nécessaire d’avoir
accès en cours d’essai à la rigidité du stratifié. On propose dans ce qui suit deux types
de chargements qui ont été utilisés qui permettent de satisfaire les exigences que
nous nous sommes fixées (FIG. 3.24 et 3.25).
L’analyse de la fissuration sous sollicitations quasi-statiques est réalisée au cours
d’essais de charge-décharge avec augmentation de la charge à chaque palier (FIG.
3.24). Nous avons choisi d’effectuer un incrément de chargement de 50 MPa à chaque
palier. Pour chaque niveau de chargement, le cycle d’analyse se décompose en deux
étapes :
– (a) : l’évaluation de la rigidité du stratifié et création de l’endommagement ;
– (b) : observation de l’endommagement ;
La charge appliquée lors de l’étape (b) est plus faible que celle appliquée lors de
la phase (a). Le but est d’ouvrir les fissures existantes sans en créer de nouvelles.
Le temps de maintien correspond au temps nécessaire à l’observation (FIG. 3.24).
Toutefois, il convient de minimiser cette durée au maximum afin d’éviter tout risque
de création d’endommagement par fluage.
Suivant le même principe, on propose un chargement cyclique suivant (FIG. 3.25) :
– (a) : un cycle de charge-décharge permettant de déterminer la rigidité du stra-
tifié ;
– (b) : une phase de sollicitation cyclique au cours de laquelle se créent les fissures
de fatigue. Le chargement appliqué au cours de cette phase est sinusoïdal ;
– (c) : un palier pour l’observation de l’endommagement. L’observation est faite
aux cycles 0, 10, 50, 100, 500, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 10000, 15000,
20000, ...
Le principal avantage de cette technique réside dans le fait que l’observation se
fait sous charge et donc fissures ouvertes ce qui simplifie la détection et l’observation
des fissures.
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T = 1/f
a ab b
Incrément
de chargement Palier
d’observation
RupturePalier
de chargement
t(s)
S
(t
)
FIGURE 3.24 - Type de chargement appliqué lors d’un essai
de charge-décharge avec suivi de l’endommagement
Smin
Smax
T = 1/f
a ab c b
N cycles N cycles
Palier
d’observation
Palier
de chargement
t(s)
S
(t
)
FIGURE 3.25 - Type de chargement appliqué lors d’un essais
de fatigue avec suivi de l’endommagement
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3.6 La fissuration intra-laminaire : aspects qualitatifs
3.6.2 Caractéristiques physiques de la fissuration
3.6.2.1 Un réseau quasi-périodique
L’endommagement par fissuration intra-laminaire se présente sous la forme d’un
réseau de fissures quasi-périodique (FIG. 3.26). Les fissures, qui s’initient sur le bord
libre de l’éprouvette, sont parallèles entre elles et traversent la totalité de l’épaisseur
de la couche fissurée (FIG. 3.26). Elles se propagent dans la largeur vers le centre de
l’éprouvette parallèlement aux fibres qui leur servent de guide.
FIGURE 3.26 - Réseau de fissures transverses quasi-
périodique dans la couche à 90˚d’un stratifié (0◦3/90◦3/0◦3)
FIGURE 3.27 - Représentation schématique en trois dimen-
sions d’un réseau de fissures transverses dans la couche à
90˚d’un stratifié (0◦n/90◦m/0◦m)
3.6.2.2 Influence de la micro-structure
L’analyse microscopique (FIG. 3.28) montre que les fissures se propagent au ni-
veau des interfaces entre les fibres et la matrice par coalescence des décohésions
fibres/matrice. Les figures (FIG. 3.29 et FIG. 3.30) montrent que les zones riches en
résine semblent être des lieux privilégiés pour l’apparition de fissures. Les porosités
initialement présentes dans le matériau semblent également favoriser l’apparition
de fissures. En effet, le chemin emprunté par les fissures passe par des porosités
et suit des zones riches en résine. Il est fort possible que les porosités soient les sites
d’amorçage des fissures. Cependant, étant donné de la rapidité du phénomène de pro-
pagation, cette hypothèse, bien que tout à fait plausible, est difficilement vérifiable.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
FIGURE 3.28 - Fissure transverse se propageant en suivant les
interfaces entre les fibres et la matrice dans la couche à 90˚d’un
stratifié (0◦3/90◦3/0◦3) sollicité en traction uni-axiale
FIGURE 3.29 - Influence de la micro-structure (répartition des
fibres, porosités...) sur le chemin suivi par les fissures
74 Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
3.6 La fissuration intra-laminaire : aspects qualitatifs
FIGURE 3.30 - Influence de la micro-structure (répartition des
fibres, porosités...) sur le chemin suivi par les fissures
3.6.2.3 Propagation des fissures
Sous chargements quasi-statiques, les fissures se propagent de manière quasi-
instantanée dans la largeur de l’éprouvette. La figure (FIG. 3.31) représente le réseau
de fissures observé sur chacun des bords libres d’une éprouvette (0◦3/90◦3/0◦3). L’excel-
lente superposition confirme que les fissures sont bien traversantes et guidées par les
fibres.
FIGURE 3.31 - Superposition du réseau de fissures transverses
dans la couche à 90˚d’un stratifié (0◦3/90◦3/0◦3) observé sur les
deux bords libres de l’éprouvette
En revanche, dans un stratifié soumis à des sollicitations cycliques, la propagation
des fissures est plus lente. Citons BONIFACE et OGIN [Boniface and Ogin, 1989] ou
LAFARIE-FRENOT et HENAFF-GARDIN [Lafarie-Frenot and Henaff-Gardin, 1990] qui
montrent que, dans les plis à 90˚d’une éprouvette (0◦/90◦)s sollicitée en traction cy-
clique, certaines fissures ne sont pas traversantes suivant la largeur de l’éprouvette
mais s’initient sur le bord libre et se propagent vers le centre sous l’effet de l’accumu-
lation des cycles de sollicitations. Ainsi, l’endommagement par fissuration sous sol-
licitations quasi-statiques se caractérise par la multiplication des fissures alors que
sous chargement cycliques il y a simultanément multiplication et propagation des
fissures. Quoi qu’il en soit, l’observation du bord libre de l’éprouvette montre que les
fissures sont géométriquement identiques qu’elles soient créées par un chargement
quasi-statique ou cyclique (FIG. 3.32).
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(a) chargement quasi-statique (b) chargement cyclique
FIGURE 3.32 - Fissures transverses dans la couche à 90˚d’un
stratifié (0◦3/90◦3/0◦3) sollicité en traction (a) quasi-statique, (b)
cyclique
3.6.2.4 Fissuration des plis externes
Des essais de traction réalisés sur un stratifié (90◦/0◦)s nous permettent d’étudier
la fissuration dans les couches extérieures (FIG. 3.33). Les fissures se présentent
sous la forme d’un réseau régulier dans chacune des couches. Nous notons cependant
un déphasage de l’ordre de la moitié de la distance inter-fissures entre les réseaux
de chacune des couches externes. Ces résultats sont en accord avec ceux de NAIRN,
HU et BARK [Nairn et al., 1993]. Ce déphasage peut s’expliquer par la dissymétrie
engendrée par l’apparition de la première fissure sur l’une ou l’autre des couches
externes.
FIGURE 3.33 - Réseau de fissures transverses dans les couches
à 90˚d’un stratifié (90◦/0◦2/90◦) sollicité en traction quasi-
statique
3.6.2.5 Ordre d’apparition des fissures
Les fissures apparaissent d’abord de façon aléatoire, formant un réseau irrégu-
lier. Puis, avec l’augmentation du chargement (qui se traduit soit par l’augmentation
de la contrainte appliquée soit par l’accumulation des cycles de sollicitation, respec-
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3.6 La fissuration intra-laminaire : aspects qualitatifs
tivement sous chargement quasi-statique ou cyclique), la distance inter-fissures di-
minue, jusqu’à créer un réseau de fissures qui devient rapidement quasi-périodique
(FIG. 3.34). BERTHELOT et LE CORRE [Berthelot and Le Corre, 2000] proposent une
approche statistique de ce phénomène dans laquelle ils considèrent une distribution
statistique des contraintes à rupture dans la couche à 0° sur toute la longueur des
éprouvettes.
FIGURE 3.34 - Réseau de fissures transverses dans la couche à
90˚d’un stratifié (0◦3/90◦6/0◦3) sollicité en traction quasi-statique
à 30%, 40%, 50% et 60% de la contrainte à rupture
3.6.3 Influence de l’épaisseur du pli fissuré
Les essais menés sur les séquences (0◦3/90◦3/0◦3), (0◦3/90◦6/0◦3) et (0◦3/90◦12/0◦3) nous
permettent d’étudier l’influence de l’épaisseur du pli fissuré sur les caractéristiques
géométriques de la fissuration. Il apparait clairement sur la figure 3.35 que la dis-
tance inter-fissures est d’autant plus grande que le pli fissuré est mince. On note en
effet que la distance inter-fissures est proportionnelle à l’épaisseur du pli fissuré.
Le tableau 3.9 regroupe les valeurs des épaisseurs des plis fissurés, des densités
de fissures et des distances inter-fissures pour les séquences (0◦3/90◦3/0◦3), (0◦3/90◦6/0◦3)
et (0◦3/90◦12/0◦3) sollicitées en fatigue. A ce stade il convient de préciser que nous défi-
nissons la densité de fissures comme le rapport entre le nombre de fissures compta-
bilisées sur le bord libre de l’éprouvette et la longueur de la zone observée.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
FIGURE 3.35 - Influence de l’épaisseur de la couche à 90˚sur
la densité de fissures pour les stratifiés (0◦3/90◦3/0◦3), (0◦3/90◦6/0◦3)
et (0◦3/90◦12/0◦3) sollicités en traction cyclique
ep90◦ dsat distfissures
(mm) (mm−1) (mm)
0.9 0.6 1.788
1.8 0.3 2.75
3.6 0.15 7.58
TABLE 3.9 - Synthèse des données caractéristiques obtenues
par les essais sous sollicitations cycliques sur les séquences
(0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) avec ep90◦ l’épaisseur de la couche fissurée,
dsat la densité de fissures à saturation et distfissures la distance
inter-fissures
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3.6 La fissuration intra-laminaire : aspects qualitatifs
On constate, dans le cas du stratifié le plus épais (0◦3/90◦12/0◦3), l’apparition ponc-
tuellement de fissures non traversantes à proximité des fissures totalement traver-
santes (FIG. 3.36). Ces fissures semblent s’initier à l’interface entre les plis à 0˚et les
plis à 90˚et font un angle compris entre 40˚et 60˚par rapport aux fissures totalement
traversantes. Contrairement aux fissures traversantes que nous qualifierons de fis-
sures droites, ces fissures partielles se propagent progressivement dans l’épaisseur
du pli. Ces fissures semblent indiquer l’existence de contraintes de cisaillement im-
portantes dans la zone inter-plis [Bader and Boniface, 1985], [Ogihara et al., 1998].
Du fait de leur orientation, ces fissures peuvent faciliter l’apparition de délaminage
et accélérer le processus de dégradation du stratifié. Précisons toutefois que ce phé-
nomène reste très rare.
FIGURE 3.36 - Apparition de fissures partielles sous sollici-
tations de fatigue sur stratifié de type (0◦3/90◦12/0◦3), (a) 1000
cycles, (b) 55000 cycles
3.6.4 Interaction fissuration/délaminage
On observe, après que l’état de saturation soit atteint, l’apparition de délaminage
entre les plis à 0◦ et les plis à 90◦ (FIG. 3.37). Ce mécanisme d’endommagement s’ini-
tie principalement en tête des fissures transverses et se propagent progressivement
en cours d’essai. En général, le délaminage croit symétriquement des deux cotés d’une
fissure. Cependant, on observe, dans certains cas, que le délaminage ne se propage
que dans une seule direction. GAMSTEDT et SJÖREN [Gamstedt and Sjören, 2002]
expliquent que cette dissymétrie est due soit à des variations locales dans la micro-
structure le long de l’interface entre les plis à 0◦ et les plis à 90◦, soit par la présence
d’une autre fissure transverse à proximité qui peut créer une relaxation au sein du
matériau pouvant bloquer la propagation du délaminage.
Si l’influence de l’apparition du délaminage en tête de fissure reste limitée dans
le cas des stratifiés de type (0◦/90◦/0◦), l’endommagement s’avère être beaucoup plus
sévère dans le cas du (±45◦)s (FIG. 3.37). Ce résultat montre que la présence d’un
pli fissuré sur la couche externe d’un stratifié peut s’avérer être très néfaste pour
l’intégrité d’une structure.
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(a) (b)
FIGURE 3.37 - Délaminage en tête de fissure apparaissant
après saturation de la densité de fissures dans un stratifié de
type (0◦/90◦/0◦) (a) délaminage symétrique, (b) délaminage dis-
symétrique
(a) (b)
FIGURE 3.38 - Délaminage en tête de fissure apparaissant
après saturation de la densité de fissure dans un statifié de
type (±45◦)s, (a) σ11 = 0.5σR et (b) σ11 = 0.6σR
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3.7 Comportement du stratifié et analyse de l’endomma-
gement sous sollicitations quasi-statiques
3.7.1 Introduction
Dans la partie (§3.6.2) nous avons présenté des résultats purement qualitatifs is-
sus d’une simple observation de l’endommagement. Si ces résultats nous ont rensei-
gné sur les aspects physiques et géométriques des fissures, ils ne nous renseignent
en aucun cas sur la quantité d’endommagement et l’influence de ce dernier sur les
propriétés du matériaux. C’est là tout l’objet de la suite de ce chapitre. En effet, lors-
qu’une structure est soumise à une sollicitation quelle qu’elle soit, la dégradation de
ses propriétés mécaniques intervient bien avant la rupture et la fissuration en est
une des premières causes. Ainsi, nous présentons dans cette partie les résultats de
l’étude du comportement mécanique des différents empilements définis précédem-
ment soumis à un chargement quasi-statique. L’objectif est de mettre en évidence les
paramètres caractéristiques de l’endommagement par fissuration intra-laminaire et
d’identifier l’influence de l’apparition des fissures sur le comportement mécanique du
stratifié.
Dans un premier temps, il s’agit d’étudier le comportement mécanique des dif-
férents empilements, à savoir, les séquences (0◦3/90◦3/0◦3), (0◦3/90◦6/0◦3), (0◦3/90◦12/0◦3),
(0◦3/ ± 45◦3)s et (0◦3/ ± 55◦3)s. Une première série d’essais de traction quasi-statique
monotone nous permet de caractériser le comportement macroscopique des stratifiés.
Nous présenterons ensuite des essais de charge-décharge. Comme nous l’avons pré-
senté en début de chapitre ces essais sont particulièrement indiqués pour l’analyse de
l’endommagement. Ils nous permettent en outre de suivre parallèlement l’évolution
des fissures et des propriétés mécaniques tout au long de l’essai.
3.7.2 Essais de traction quasi-statique monotone sur stratifiés
Nous présentons ici les résultats obtenus à partir des essais de traction longitudi-
nale quasi-statique monotone sur les stratifiés (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3), (0◦3/±45◦3)s et (0◦3/±
55◦3)s. La figure 3.39 représente les relations contraintes-déformations (σ11 vs ε11)
obtenues pour les cinq séquences testées.
Linéaire sur la première partie de la courbe, le comportement des stratifiés pré-
sente ensuite une légère non-linéarité se traduisant par une diminution de la pente
synonyme d’une chute du module longitudinal. Les essais de traction quasi-statique
réalisés sur de l’unidirectionnel dans les directions longitudinale (0◦) et transverse
(90◦) montrent que le comportement est quasi-linéaire ce qui nous amène à penser
que la non-linéarité observée pour les stratifiés (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) est une conséquence
de l’apparition d’endommagement. En revanche, les essais de traction hors-axes, sur
la séquence (±45◦3) par exemple, montrent un comportement non-linéaire, à cause no-
tamment du caractère visqueux de la matrice. À ce stade, il est donc difficile de dire
si la non-linéarité observée pour les séquences (0◦3/ ± 45◦3)s et (0◦3/ ± 55◦3)s est due à
l’apparition d’endommagement ou au comportement non linéaire du pli sollicité en
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dehors de ses axes. Les résultats présentés dans la suite (§3.7.3) nous permettrons
de répondre à cette question. La rupture finale est quant à elle gouvernée par la rup-
ture des plis à 0˚. Les valeurs des contraintes et des déformations à rupture ainsi que
les modules élastiques longitudinaux obtenus lors des essais de traction monotone
quasi-statique sont présentés dans le tableau 3.10.
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FIGURE 3.39 - Courbes contraintes/déformations (σ11 vs ε11)
obtenues au cours d’essais de traction quasi-statique monotone
sur les séquences (a) (0◦3/90◦n=3,9,12/0◦3), (b) (0◦3/ ± 45◦3)s et (c)
(0◦3/± 55◦3)s
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3.7 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement sous sollicitations
quasi-statiques
Séquences
σ11R ε11R E11
(MPa) (%) (GPa)
(0◦3/90◦3/0◦3) 1353 ± 54.8 1.64 ± 0.030 804.67
(0◦3/90◦6/0◦3) 965.10 ± 12.11 1.73 ± 0.096 590.51
(0◦3/90◦12/0◦3) 703.22 ± 7.22 1.83 ± 0.006 391.57
(0◦3/± 45◦3)s 789.78 ± 33.6 1.57 ± 0.051 480.08
(0◦3/± 55◦3)s 682.19 ± 15.5 1.61 ± 0.003 475.05
TABLE 3.10 - Valeurs des contraintes σ11R et déformations
ε11R à rupture et des modules d’élasticité longitudinaux ma-
croscopiques (E11) pour les séquences (0◦3/90◦n=3,9,12/0◦3), (0◦3/ ±
45◦3)s et (0◦3/± 55◦3)s
3.7.3 Analyse de la fissuration sous chargements quasi-statiques
Comme nous l’avons présenté précédemment, l’évolution de l’endommagement est
suivie en cours d’essai en comptabilisant les fissures dans la couche à 90˚apparais-
sant sur le bord libre de l’éprouvette pour différents niveaux de chargement. Dans ce
qui suit nous proposons une analyse de la cinétique de fissuration et de l’évolution
du module longitudinal pour chacun des stratifiés. Nous nous attacherons à mettre
en évidence l’influence de l’apparition de l’endommagement sur la dégradation des
propriétés mécaniques.
REMARQUE
Nous avons vu (§3.6) que la propagation d’une fissure est un phénomène quasi-
instantané. Aussi, nous définissons « la cinétique de fissuration » non pas comme
la vitesse de propagation d’une fissure mais comme la vitesse de multiplication des
fissures.
3.7.3.1 Cinétiques de fissuration et chutes de rigidités
Les figures (FIG. 3.40 , FIG. 3.41 et FIG. 3.42) présentent les évolutions (FIG.
3.40a, FIG. 3.41a et FIG. 3.42a) de la densité de fissures d (mm−1) 1 et (FIG. 3.40b ,
FIG. 3.41b et FIG. 3.42b) des chutes de rigidité longitudinale macroscopique E11/E011
du stratifié en fonction de la contrainte longitudinale σ11 appliquée à l’éprouvette
pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3), (0◦3/± 45◦3)s et (0◦3/± 55◦3)s.
4 Séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3)
Les courbes d’évolution de la densité de fissures (FIG. 3.40a) se présentent sous
la forme d’une sigmoïde présentant un seuil d’amorçage, une phase d’augmenta-
tion continue jusqu’à atteindre un état qui semble tendre vers un état de satura-
tion définit comme un État Caractéristique de l’Endommagement par REIFSNIDER
1. On rappelle que l’on définit la densité de fissures comme le nombre de fissures par unité de lon-
gueur
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[Reifsnider, 1977]. La vitesse d’apparition des fissures tend à diminuer à l’approche
de la contrainte à rupture du stratifié, toutefois on ne note pas de saturation franche,
la rupture intervenant avant. Par ailleurs, on constate que la contrainte d’apparition
des premières fissures et la densité de fissures à rupture sont d’autant plus faibles
que l’épaisseur de la couche à 90˚est importante. Ces résultats sont en accord avec les
travaux de GARRET et BAILEY [Garret and Bailey, 1977]. Enfin l’analyse comparative
des figures FIG. 3.40a et FIG. 3.40b permet de relier la chute de rigidité à l’apparition
des fissures. En effet, on remarque que le niveau de contrainte pour lequel débute
la dégradation des propriétés mécaniques correspond au seuil d’apparition des pre-
mières fissures et coïncide avec le seuil de changement de pente observé sur la figure
(FIG. 3.39a). Cette dernière observation confirme que la non-linéarité constatée est
causée par l’apparition d’endommagement.
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FIGURE 3.40 - Evolution (a) de la densité de fissures d (mm−1)
dans la couche à 90˚et (b) de la chute de rigidité longitudinale
macroscopique E11/E011 en fonction de la contrainte σ11 (MPa)
appliquée au stratifié pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) sol-
licitées en traction quasi-statique.
4 Séquences (0◦3/± 45◦3)s et (0◦3/± 55◦3)s
Contrairement aux séquences de type cross-plied 2, dans le cas des séquences
(0◦3/±45◦3)s (FIG. 3.41) et (0◦3/±55◦3)s (FIG. 3.42), la fissuration débute pour un niveau
de contrainte très proche de la rupture. De ce fait, on n’observe aucune diminution ni
saturation de la vitesse d’apparition des fissures. Malgré la faible densité de fissures
observée, on constate que la chute de rigidité est relativement importante en compa-
raison avec celle observée pour les séquences de type cross-plied. Ce phénomène peut
s’expliquer, d’une part parce que les plis dans les directions hors-axes (ici à 45˚et
55˚) sollicités en cisaillement ont un comportement non-linéaire et d’autre part du
fait de l’apparition de délaminage. En effet, ce type de séquence entraine l’appari-
tion de contraintes de cisaillement inter-plis qui sont à l’origine de l’apparition du
2. Comprendre ici les séquences de type (0◦m/90◦n)s
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délaminage. Enfin, les premières chutes de rigidité sont constatées avant l’appari-
tion des premières fissures (FIG. 3.41 et 3.42). Ces constations laissent penser que
le changement de pente observé sur la figure FIG. 3.39 n’est pas dû essentiellement
à l’endommagement mais peut être causé par le comportement non-linéaire des plis
hors-axes.
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FIGURE 3.41 - Évolution (a) de la densité de fissures d (mm−1)
dans les couches à +45˚, -45˚et (b) de la chute de rigidité lon-
gitudinale macroscopique E11/E011 en fonction de la contrainte
σ11 (MPa) appliquée au stratifié pour la séquence (0◦3/ ± 45◦3)s
sollicitée en traction quasi-statique.
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FIGURE 3.42 - Évolution (a) de la densité de fissures d (mm−1)
dans les couches à +55˚, -55˚et (b) de la chute de rigidité lon-
gitudinale macroscopique E11/E011 en fonction de la contrainte
σ11 (MPa) appliquée au stratifié pour la séquence (0◦3/ ± 55◦3)s
sollicitée en traction quasi-statique.
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3.7.3.2 Influence de l’épaisseur de la couche fissurée
Les essais réalisés sur les stratifiés cross-plied (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) nous permettent
d’étudier l’influence de l’épaisseur de la couche fissurée (respectivement 0.9,1.8 et
3.6mm) sur la cinétique de fissuration et la chute de rigidité longitudinale macrosco-
pique.
La figure (FIG. 3.43) et le tableau (TAB. 3.11) mettent clairement en évidence
l’influence de l’épaisseur sur la cinétique de fissuration et sur la détérioration de la
rigidité des stratifiés. En outre, Nous constatons que la fissuration est d’autant plus
rapide et importante que la couche fissurée est mince (FIG. 3.43a). En revanche, la
chute de rigidité croît avec l’épaisseur de la couche fissurée. Plus précisément, pour
une densité de fissures donnée, la chute de rigidité est proportionnelle à l’épaisseur
de la couche (FIG. 3.43b).
Afin de s’affranchir de l’effet d’épaisseur pour caractériser l’état d’endommage-
ment, nous proposons d’introduire la variable adimensionalisée α, qui fut initiale-
ment proposée par RENARD, FAVRE et JEGGY [Renard et al., 1990].
α = d (mm−1) × e (mm) (3.4)
où d représente la densité de fissures et e l’épaisseur du pli fissuré. Afin de justi-
fier l’utilisation de cette variable nous retraçons les courbes présentées dans la figure
(FIG. 3.43) en remplaçant la densité de fissure d par la variable α (FIG. 3.44). La figure
(FIG. 3.44), qui représente l’évolution (a) de la variable adimensionnalisée α dans la
couche à 90˚en fonction de la contrainte normalisée et (b) de la chute de rigidité longi-
tudinale macroscopique en fonction de α, pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) montre
que chacun des deux réseaux de courbes peut se réduire à une courbe maitresse in-
dépendante de l’épaisseur de la couche fissurée.
Séquences ep dR 1− E11R/E011
(mm) (mm−1) (%)
(0◦3/90◦3/0◦3) 0.9 0.477 1.35
(0◦3/90◦6/0◦3) 1.8 0.300 4.92
(0◦3/90◦12/0◦3) 3.6 0.169 8.80
(0◦3/+45◦3/−45◦3)s 0.9 / 1.8 0.0385 / 0.059 9.90
(0◦3/+55◦3/−55◦3)s 0.9/1.8 0.0535 / 0.0689 9.25
TABLE 3.11 - Synthèse des données caractéristiques obtenues
par les essais sous sollicitations quasi-statiques sur les sé-
quences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3), (0◦3/+45◦3/−45◦3)s et (0◦3/+55◦3/−55◦3)s
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FIGURE 3.43 - Évolution (a) de la densité de fissures d (mm−1)
dans la couche à 90˚, (b) de la rigidité résiduelle du strati-
fié en fonction de la contrainte σ11 appliquée, (c) de la rigi-
dité résiduelle macroscopique R11/R011 en fonction de la densité
de fissures d (mm−1) dans la couche à 90˚pour les séquences
(0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) sollicitées en traction quasi-statique.
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FIGURE 3.44 - Evolution de la variable α dans la couche à
90˚en fonction de la contrainte normalisée σ11 et de la chute
de rigidité macroscopique R11/R011 de α pour les séquences
(0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) sollicitées en traction quasi-statique.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
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FIGURE 3.45 - Évolution (a) de la variable α dans les couches
hors-axes en fonction de la contrainte σ11 appliquée au stratifié,
(b) de la rigidité résiduelle macroscopique R11/R011 en fonction
de α pour la séquence (0◦3/+ 45◦3/− 45◦3)s sollicitées en traction
quasi-statique.
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FIGURE 3.46 - Évolution (a) de la variable α dans les couches
hors-axes en fonction de la contrainte σ11 appliquée au stratifié,
(b) de la rigidité résiduelle macroscopique R11/R011 en fonction
de α pour la séquence (0◦3/+ 55◦3/− 55◦3)s sollicitées en traction
quasi-statique.
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3.7 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement sous sollicitations
quasi-statiques
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FIGURE 3.47 - Évolution (a) de la variable α dans les couches
hors-axes en fonction de la contrainte σ11 appliquée au stratifié,
(b) de la rigidité résiduelle macroscopique R11/R011 en fonction
de α pour la séquence (0◦3/+ 45◦3/− 45◦3)s sollicitées en traction
quasi-statique.
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FIGURE 3.48 - Évolution (a) de la variable α dans les couches
hors-axes en fonction de la contrainte σ11 appliquée au stratifié,
(b) de la rigidité résiduelle macroscopique R11/R011 en fonction
de α pour la séquence (0◦3/+ 55◦3/− 55◦3)s sollicitées en traction
quasi-statique.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endomma-
gement en fatigue
3.8.1 Introduction
Nous reprenons dans cette partie la même démarche que celle utilisée pour les
chargements quasi-statiques (§3.7). Là encore notre objectif est d’étudier l’influence
sur l’évolution de la fissuration intra-laminaire des différents paramètres (géométrie
ou chargement) qui ont été mis en évidence dans les parties précédentes. Le couplage
entre l’endommagement et le comportement mécanique est de nouveau déterminé
par le suivi automatique du module longitudinal des stratifiés par extensométrie.
La fatigue est définie comme la réponse d’un matériau à une sollicitation cyclique
en contrainte ou en déplacement. Pour les essais de fatigue la sollicitation est souvent
prise sous la forme d’une sinusoïde décrite par l’équation EQ. 3.5.
S(t) = ∆S sin(ω.t) (3.5)
D’une manière générale, une sollicitation cyclique sinusoïdale S(t) peut être dé-
crite simplement à l’aide de trois paramètres caractéristiques (FIG. 3.49) :
– la période T ou la fréquence f ;
– l’amplitude ∆S ou le rapport de charge R =
Smin
Smax
;
– la valeur maximum Smax, la valeur minimum Smin ou la valeur moyenne Smoy.
Smoy
Smax
Smin
∆S
T = 1/f
t(s)
S
(t
)
FIGURE 3.49 - Grandeurs caractéristiques d’un chargement
de fatigue
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
REMARQUE
Nous rappelons que nous travaillons ici à contrainte imposée. La sollicitation
S(t) est donc la contrainte σ11(t) appliquée aux stratifiés testés. Dans la suite,
σ11max, σ11min et σ11R, σ11moy et ∆σ11 sont respectivement la contrainte longitu-
dinale maximale, minimale et moyenne appliquée au stratifié. ∆σ11 représente
l’amplitude de la contrainte σ11 appliquée au stratifié et σ11R la contrainte lon-
gitudinale à rupture. Le rapport de charge est définit par : R = σ11min/σ11max.
3.8.2 Analyse de l’évolution de l’endommagement
L’allure des courbes représentatives de la densité de fissures en fonction du nombre
de cycles (FIG. 3.52,3.53 et 3.54) est identique quel que soit le chargement ou la sé-
quence. Comme dans le cas des chargements quasi-statiques, elle se présente sous la
forme d’une sigmoïde et se décompose en trois phases :
1. une phase d’amorçage durant laquelle la cinétique de fissuration est relative-
ment lente. Toutefois lorsque la contrainte maximale est élevée, cette phase à
tendance à se réduire voire à disparaître totalement au profit de l’apparition
directe de la seconde phase ;
2. une phase d’endommagement rapide ;
3. une dernière phase au cours de laquelle la vitesse de fissuration diminue jusqu’à
atteindre un état de saturation ;
Contrairement aux résultats obtenus dans le cas des chargements quasi-statiques,
l’état de saturation est clairement atteint et intervient bien avant la rupture qui n’a
d’ailleurs jamais pu être atteinte au cours des essais de fatigue. Ces résultats sont en
accord avec les travaux de REIFSINDER [Reifsnider, 1977] qui montrent que la den-
sité de fissures dans les plis hors-axes d’un stratifiés atteint un état asymptotique
appelé l’état d’endommagement caractéristique (Characteristic Damage State CDS).
3.8.2.1 Influence du niveau de contrainte maximum
Parmi les paramètres qui affectent l’évolution de l’endommagement, le niveau
de chargement maximum est sans doute celui qui a la plus grande influence. Afin
de mettre en évidence et d’évaluer cette influence nous avons réalisé pour chacune
des séquences une série d’essais pour plusieurs niveaux de contrainte maximum.
Cependant, quelques essais réalisés à 70% de la contrainte à rupture montrent que
la saturation est atteinte très rapidement (moins de 1000 cycles) ce qui n’a que peu
d’intérêt dans le cadre de cette étude. Cependant, il est intéressant de remarquer que
pour de tels niveaux de contraintes, la multiplication des fissures est continue des les
premiers cycles. On n’observe pas de palier à densité de fissures constante tel que
cela peut-être le cas pour les niveaux de sollicitation inférieurs (FIG. 3.50). D’autre
part, la durée des essais dans le cas d’une contrainte maximale égale à 30% de la
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
contrainte à rupture s’est avérée être beaucoup trop importante, aussi, nous avons
fait le choix de nous focaliser sur trois niveaux : 0.4σR, 0.5σR, et 0.6σR.
100 101 102 103 104 105
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0.4
N
d
(m
m
−1
)
σmax = 0.3σR
σmax = 0.4σR
σmax = 0.5σR
σmax = 0.6σR
σmax = 0.7σR
FIGURE 3.50 - Evolution de la densité de fissures dans la
couche à 90˚pour la séquence (0◦3/90◦6/0◦3) avec R=0.1, f=1Hz,
et σmax = 0.6σR
Le tableau 3.12 récapitule les valeurs des différentes grandeurs caractéristiques
qui ont été retenues pour chacun des essais réalisés. Les valeurs σ11max, σ11min,
σ11moy, et ∆σ11 sont exprimées en pourcentage de la contrainte à rupture. L’ensemble
des essais ont été réalisés sous sollicitations ondulées [Bathias and Baïlon, 1980] en
traction-traction, i.e. avec 0 ≤ R < 1 à la fréquence de 1 Hz .
σ11min σ11max R f
(%).σ11R (%).σ11R (Hz)
4 40 0.1 1
5 50 0.1 1
6 60 0.1 1
TABLE 3.12 - Tableau récapitulatif des essais de fatigue
Aux vues des résultats de ces essais, nous constatons d’emblée que le niveau de
chargement influence fortement la cinétique de fissuration (FIG. 3.52). Il apparait
clairement que la multiplication des fissures est d’autant plus rapide que le char-
gement maximal est important. Par ailleurs, nous pouvons remarquer que lorsque
la contrainte σ11max est supérieure au seuil d’apparition de la première fissure sous
chargement quasi-statique l’endommagement créé lors du premier cycle du charge-
ment cyclique résulte en fait d’un chargement quasi-statique. En effet, il est tou-
jours possible de supposer que le premier cycle est identique à une montée en charge
quasi-statique. En revanche, la densité de fissure à saturation ne dépend pas du char-
gement et pour chaque séquence elle est sensiblement équivalente à celle observée
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
en quasi-statique (TAB. 3.13). Ce résultat confirme que le densité de fissure à satura-
tion est une propriété intrinsèque au matériau et à la séquence d’empilement et donc
indépendante du chargement appliqué pour atteindre cet état caractéristique. Dans
le cas des séquences (0◦3/ + 45◦3/ − 45◦3)s et (0◦3/ + 55◦3/ − 55◦3)s qui sont plus sensibles
à l’apparition de délaminage, on constate qu’une contrainte maximale élevée favorise
l’apparition du délaminage qui tend à retarder ou ralentir le développement de la
fissuration.
Séquences dstatique (mm2) dfatigue (mm2)
(0◦3/90◦3/0◦3) 0.477 0.6
(0◦3/90◦6/0◦3) 0.3 0.307
(0◦3/90◦12/0◦3) 0.169 0.169
(0◦3/+ 45◦3/− 45◦3)s – dint = 0.289
dext = 0.505
(0◦3/+ 55◦3/− 55◦3)s – dint = 0.297
dext = 0.526
TABLE 3.13 - Comparaisons des densités de fissures à
saturation en statique et en fatigue pour les séquences
(0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3), (0◦3/+ 45◦3/− 45◦3)s et (0◦3/+ 55◦3/− 55◦3)s
Afin de s’assurer que l’état atteint est effectivement la saturation et pas seule-
ment un palier, certains essais ont été poursuivis jusqu’à atteindre 106 cycles. Comme
le montre la figure 3.51 la densité de fissures atteint effectivement un état de satura-
tion à partir duquel aucune nouvelle fissure n’apparaît. En revanche, d’autres types
d’endommagement tels que le délaminage et les ruptures de fibres ont été observés.
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FIGURE 3.51 - Evolution de la densité de fissures dans la
couche à 90˚pour la séquence (0◦3/90◦6/0◦3) avec R=0.1, f=1Hz,
et σmax = 0.6σR
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.8.2.2 Analyse des chutes des rigidités longitudinales macroscopiques
Comme cela a été fait précédemment dans le cas des chargements quasi-statiques,
nous avons suivi l’évolution de la rigidité longitudinale du stratifié en cours d’essai
(FIG. 3.55). L’analyse des courbes montrant l’évolution de la rigidité en fonction du
nombre de cycles montre que les propriétés mécaniques commencent à se dégrader
dès l’apparition de la première fissure puis tend à se stabiliser lorsque l’on se rap-
proche de l’état de saturation. La chute de rigidité est proportionnelle à l’épaisseur
de la couche fissurée, ici la couche à 90˚. La chute de rigidité à saturation est d’envi-
ron 2% pour la séquence (0◦3/90◦3/0◦3), 4% pour la séquence (0◦3/90◦6/0◦3) et 8% pour la
séquence (0◦3/90◦12/0◦3). Toutefois, la saturation des chutes de rigidité n’est pas aussi
franche que celle observée pour la densité de fissures. Plus particulièrement, nous
constatons que la stabilisation de la chute de rigidité est plus franche pour la sé-
quence (0◦3/90◦3/0◦3) que pour la séquence (0◦3/90◦12/0◦3). Cela est bien mis en évidence
par la figure (FIG. 3.60) qui représente l’évolution de la chute de rigidité en fonction
de la densité de fissures. On constate, notamment pour le stratifié le plus épais que
la chute de rigidité se poursuit alors même que la densité de fissures a cessé d’aug-
menter. Plusieurs mécanismes peuvent être à l’origine de ce phénomène :
• la densité de fissures est déterminée par une observation du bord libre des
éprouvettes. Or, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent (CHAP. 2),
dans le cas des sollicitations cycliques, les fissures, qui s’initient sur les bords
libres, se propagent plus ou moins rapidement vers le centre de l’éprouvette
[Lafarie-Frenot and Henaff-Gardin, 1990]. Ainsi, bien qu’il n’y ait plus d’appa-
rition de nouvelles fissures, il est possible que certaines des fissures existantes
ne soient pas totalement traversantes et continuent de se propager entrainant
une diminution de la rigidité ;
• l’observation du bord libre des éprouvettes testées montre que le délaminage est
plus important dans le (0◦3/90◦12/0◦3). En effet on rappelle que dans le cas de cette
séquence, qui est la plus épaisse, nous avons constater la présence de fissures
partielles inclinées qui ont tendance à favoriser l’apparition du délaminage.
La présence et la propagation de ce délaminage peuvent expliquer le fait que la
dégradation de la rigidité du stratifié se poursuit alors que la densité de fissures
n’évolue plus. La présence de délaminage est plus importante dans le cas des
séquences (0◦3/ + 45◦3/ − 45◦3)s et (0◦3/ + 55◦3/ − 55◦3)s et là encore il accentue la
chute de rigidité ;
• les ruptures de fibres.
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
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FIGURE 3.52 - Evolution de la densité de fissures d (mm−1)
dans la couche à 90˚et en fonction du nombre de cycles pour les
séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) sollicitées en traction cyclique avec
R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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FIGURE 3.53 - Evolution de la densité de fissures d (mm−1)
dans les couches à +45˚et -45˚en fonction du nombre de cycles
pour les séquences (0◦3/+ 45◦3/− 45◦3)s sollicitées en traction cy-
clique avec R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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FIGURE 3.54 - Evolution de la densité de fissures d (mm−1)
dans les couches à +55˚et -55˚en fonction du nombre de cycles
pour les séquences (0◦3/+ 55◦3/− 55◦3)s sollicitées en traction cy-
clique avec R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
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FIGURE 3.55 - Évolution de la chute de rigidité longitudinale
macroscopique E11/E011 en fonction du nombre de cycles pour
les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) sollicitées en traction cyclique
avec R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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FIGURE 3.56 - Évolution de la rigidité résiduelle macrosco-
pique du stratifié E11/E011 en fonction du nombre de cycles pour
la séquence (0◦3/+45◦3/−45◦3)s sollicitée en traction cyclique avec
R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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FIGURE 3.57 - Évolution de la rigidité résiduelle macrosco-
pique du stratifié E11/E011 en fonction du nombre de cycles pour
la séquence (0◦3/+55◦3/−55◦3)s sollicitée en traction cyclique avec
R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
3.8.2.3 Influence de l’épaisseur du pli fissuré
La figure (FIG. 3.58) représente les courbes d’évolution de la densité de fissures en
fonction du nombre de cycles pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) pour trois niveaux
de chargements. Comme dans le cas d’un chargement quasi-statique, les courbes
mettent en évidence une forte dépendance de la cinétique de fissuration vis à vis
de l’épaisseur de la couche fissurée (ici la couche à 90˚). En outre, la vitesse de fis-
suration comme la densité de fissures à saturation (donc le nombre de fissures) sont
inversement proportionnelles à l’épaisseur de la couche fissurée. Bien évidemment,
cet effet se retrouve sur les courbes de chutes de rigidité (FIG. 3.59) dans la mesure
où ces dégradations sont directement liées à l’apparition de l’endommagement. Dans
le cas des séquences (0◦3/ + 45◦3/ − 45◦3)s et (0◦3/ + 55◦3/ − 55◦3)s cet effet d’épaisseur se
retrouve à l’intérieur même du stratifié. En effet, les plis à -45˚, respectivement -55˚,
qui se trouvent au centre de l’éprouvette sont de fois plus épais que les plis à +45˚,
respectivement +55˚. Aussi, la densité de fissures dans les plis intérieurs est environ
deux fois plus importante que celle des plis externes (FIG. 3.53 et 3.54).
Afin de mettre en évidence ce phénomène, on se propose de tracer l’évolution de la
variable α, que nous avons définie précédemment, en fonction du nombre de cycles.
On rappelle que la variable α est définie comme le produit de la densité de fissures
par l’épaisseur du pli fissuré α = d × e. Ainsi, les figures 3.61, 3.63 et 3.64 repré-
sentent l’évolution de α en fonction du nombre de cycles pour différentes épaisseurs
et différents niveaux de chargement. On constate alors que l’utilisation de la gran-
deur α en lieu et place de la densité de fissures d permet de s’affranchir de l’effet
d’épaisseur de la couche fissurée.
Nous avons suivi la même démarche, afin d’étudier l’influence de l’épaisseur du
pli fissuré sur les chutes de rigidité. Nous nous intéressons alors à l’évolution de la
chute de rigidité en fonction de la densité de fissures. La figure 3.60 met clairement
en évidence que, comme dans le cas des chargements quasi-statiques, la chute de
rigidité due à l’apparition d’une fissure est d’autant importante que le pli fissuré est
épais. Aussi, nous avons, là encore, tracer l’évolution des chutes de rigidité en fonction
de α = e× d et on constate une nouvelle fois que l’utilisation de la variable α permet
de s’affranchir des effets d’épaisseur (FIG. 3.62).
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FIGURE 3.58 - Evolution (a) de la densité de fissures dans la
couche à 90˚et (b) de la chute de rigidité macroscopique en fonc-
tion du nombre de cycles pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3),
avec R=0.1, f=1Hz et σ11max = 0.4σ11R
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FIGURE 3.59 - Evolution (a) de la densité de fissures dans la
couche à 90˚et (b) de la chute de rigidité macroscopique en fonc-
tion du nombre de cycles pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3),
avec R=0.1, f=1Hz et σ11max = 0.5σ11R
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FIGURE 3.60 - Evolution (a) de la densité de fissures dans la
couche à 90˚et (b) de la chute de rigidité macroscopique en fonc-
tion du nombre de cycles pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3),
avec R=0.1, f=1Hz et σ11max = 0.5σ11R
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FIGURE 3.61 - Evolution (a) de α = d × e dans la couche
à 90˚et (b) de la chute de rigidité macroscopique en fonction
du nombre de cycles pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3), avec
R=0.1, f=1Hz et σ11max = 0.4σ11R
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FIGURE 3.62 - Évolution (a) de la densité de fissures dans la
couche à 90˚et (b) de la chute de rigidité macroscopique en fonc-
tion du nombre de cycles pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3),
avec R=0.1, f=1Hz et σ11max = 0.5σ11R
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FIGURE 3.63 - Évolution de la variable α = d (mm−1) ×
e (mm) dans les couches à +45˚et -45˚en fonction du nombre
de cycles pour la séquence (0◦3/+ 45◦3/− 45◦3)s sollicitées en trac-
tion cyclique avec R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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FIGURE 3.64 - Évolution de la variable α = d (mm−1) ×
e (mm) dans les couches à +55˚et -55˚en fonction du nombre de
cycles pour les séquences (0◦3/ + 55◦3/ − 55◦3)s sollicitées en trac-
tion cyclique avec R=0.1, f=1Hz, σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.8.3 Comparaison quasi-statique/fatigue
Nous l’avons montré, la densité de fissures à saturation, lorsqu’elle est représen-
tée par la variable α, est une propriété intrinsèque au matériau et donc par définition
indépendante du chargement. On propose maintenant de comparer les chutes de ri-
gidité engendrées par un endommagement quasi-statique à celles dues à un endom-
magement dit de fatigue (FIG. 3.65, 3.66 et 3.67).
Ainsi pour chacune des stratifications on trace l’évolution de la rigidité résiduelle
en fonction de la variable α et cela pour chaque niveau de chargement. Au regard
de la figure FIG. 3.65, il apparaît clairement que la chute de rigidité ne dépend pas
de l’histoire du chargement dans la mesure ou le réseau des courbes représentant
l’évolution de la rigidité en fonction de la densité de fissures peut se réduire à une
courbe unique pour chacune des stratifications. Dans le cas des stratifications (0◦3/+
45◦3/−45◦3)s et (0◦3/+55◦3/−55◦3)s ne peut se faire que pour de faibles densité de fissures
dans la mesure où la rupture sous l’effet d’un chargement quasi-statique se produit
pour de faibles densité de fissures.
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FIGURE 3.65 - Évolution de la rigidité résiduelle du stra-
tifié en fonction de la densité de fissures pour les séquences
(0◦3/90◦3/0◦3), (0◦3/90◦6/0◦3) et (0◦3/90◦12/0◦3) avec R=0.1, f=1Hz, pour
les trois niveaux de contraintes σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR et
comparaison avec le cas quasi-statique
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FIGURE 3.66 - Évolution de la chute de rigidité longitudi-
nale en fonction de la densité de fissures pour la séquence
(0◦3/ + 45◦3/ − 45◦3)s avec R=0.1, f=1Hz, pour les trois niveaux
de contraintes σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR et comparaison avec
le cas quasi-statique
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FIGURE 3.67 - Évolution de la chute de rigidité longitudi-
nale en fonction de la densité de fissures pour la séquence
(0◦3/ + 55◦3/ − 55◦3)s avec R=0.1, f=1Hz, pour les trois niveaux
de contraintes σmax = 0.4σR, 0.5σR, 0.6σR et comparaison avec
le cas quasi-statique
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
3.8.4 Essais à deux niveaux de chargement
Nous proposons de terminer l’étude de la fissuration par une analyse de l’évo-
lution de l’endommagement au cours d’essais à plusieurs niveaux de chargement,
l’objectif étant de déterminer de quelle manière se fait le cumul de l’endommage-
ment. Nous avons montré que les niveaux de chargement influent sur la cinétique
de fissuration. Pour illustrer cela on trace le réseau de courbes densité de fissures
en fonction de N/N sf , N et N
s
f désignant respectivement le nombre de cycles et le
nombre de cycles pour atteindre la saturation (FIG. 3.68). Il apparait clairement sur
cette figure que le réseau ne se réduit pas à une courbe unique, la relation entre le
nombre de cycles et la densité de fissures n’est donc pas biunivoque, ce qui témoigne
d’un cumul non-linéaire de l’endommagement.
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FIGURE 3.68 - Réseau de courbes densité de fissures en fonc-
tion de N/N sf pour la séquence (0
◦
3/90
◦
6/0
◦
3)
Les essais de cumul de l’endommagement sont réalisés sur des éprouvettes de
type cross-ply (0◦3/90◦6/0◦3) sollicitées avec deux niveaux de contrainte maximale lon-
gitudinale σ11MAX . De la même façon que pour les essais déjà présentés jusque là, on
suit en cours d’essai l’évolution de la fissuration par une méthode optique et le suivi
de la rigidité longitudinale macroscopique en fonction du nombre de cycles se fait par
extensométrie.
Pour les deux niveaux choisis nous avons effectué des essais avec le chargement
faible suivi du chargement fort puis des essais avec le chargement fort suivi du char-
gement faible (FIG. 3.69). On note C1 et C2 les deux niveaux de chargement appliqués
successivement pendant N1 et N2 cycles et on désigne par D01 et D02 les endommage-
ments atteints si C1 et C2 étaient appliqués -de manière quasi-statique.
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FIGURE 3.69 - Forme de la sollicitation appliquée lors d’un es-
sais de traction-cyclique à deux niveaux : (a) chargement faible
- chargement fort , (b) chargement fort - chargement faible
Les niveaux de chargements ont été choisis de manière à tester les trois cas pos-
sibles :
– cas 1 : chargement faible C1 suivi du chargement fort C2 de manière à ce que le
niveau d’endommagement D1 atteint à la fin de C1 soit inférieur à D02 celui de la
mise en charge statique de C2. Au changement de niveau, il y a donc, d’abord un
accroissement de l’endommagement de D1 à D02 dû au rechargement statique
puis un endommagement de fatigue lors des cyclages à C2 (FIG. 3.74a).
– cas 2 : chargement faible C1 suivi du chargement fort C2 de manière ce que le
niveau d’endommagementD1 atteint à la fin de C1 soit supérieur àD02 celui de la
mise en charge statique de C2. Au changement de palier, il y a donc directement
un endommagement de fatigue lors des cyclages à C2 (FIG. 3.74b).
– cas 3 : chargement fort C1 suivi du chargement faible C2. Au changement de
palier l’endommagement est alors immédiatement dû au phénomène de fatigue
lors des cyclages à C2 (FIG. 3.74c).
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FIGURE 3.70 - Schématisation d’un essai de fatigue à deux
niveaux : niveau faible puis niveau fort avec accroissement de
l’endommagement dû au rechargement statique
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
Sur la base des essais précédents effectués à un seul niveau de chargement, nous
pouvons définir les niveaux de contraintes et les nombres de cycles N1 à utiliser pour
pouvoir tester les trois cas que nous venons d’évoquer. Les conditions de ces essais
sont présentées dans le tableau TAB. 3.14. Tous les essais sont effectués avec un
rapport de charge R = 0.1 à une fréquence de 1 Hz. Le nombre de cycles N2 n’est pas
définit à l’avance mais il est conditionné par l’atteinte de l’état de saturation.
Paramètres cas 1 cas 2 cas 3
σMAXN1 0.4σR 0.4σR 0.6σR
σMAXN2 0.6σR 0.6σR 0.4σR
N1 1000 10000 500
N1 3000 20000 1000
N1 5000 30000 2000
TABLE 3.14 - Récapitulatif des essais de traction cyclique à
deux niveaux de chargement
Cas 1 : Chargement faible suivi d’un chargement fort avec accroissement quasi-
statique de l’endommagement.
La figure (FIG. 3.72) illustre l’évolution de l’endommagement lors d’essais réalisés
dans les conditions correspondant au cas 1 pour trois valeurs de N1 10000, 20000 et
30000 cycles. Dans les trois cas le cyclage C1 n’a pas endommagé le stratifié, ou à
un faible niveau d’endommagement, loin du niveau d’endommagement qui aurait été
créé par une montée en charge quasi-statique du même niveau que le chargement C2.
En revanche, dès le premier cycle du chargement C2 on constate une brusque aug-
mentation de l’endommagement. Notons que la densité de fissures atteinte lors de ce
premier cycle est comparable à celle atteinte lors du premier cycle d’un essai à un
seul niveau de chargement (FIG. 3.72a). Cette remarque nous permet d’affirmer que
l’endommagement créé lors de ce premier cycle est la conséquence de la montée en
charge quasi-statique. En revanche les fissures créées dans les cycles suivant sont
dues au phénomène de fatigue. Les courbes donnant l’évolution de la rigidité rési-
duelle (FIG. 3.72b) laisse apparaitre une brusque variation lors du premier cycle du
chargement C2.
Paramètres Essai 1 Essai 2 Essai 3
σMAXN1 = 0.4σR (MPa) 386 386 386
σMAXN2 = 0.6σR (MPa) 579 579 579
N1 1000 3000 5000
N2 3000 2000 1000
TABLE 3.15 - Récapitulatif des essais de traction cyclique à
deux niveaux de chargement correspondants aux cas 1
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FIGURE 3.71 - Cas 1 : Évolution de la densité de fissures dans
la couche à 90˚en fonction du nombre de cycles pour la séquence
(0◦3/90◦6/0◦3) avec R=0.1, f=1Hz soumise à 2 niveaux de charge-
ments (chargement faible suivi d’un chargement fort avec ac-
croissement quasi-statique de l’endommagement)
Cas 2 : Chargement faible suivi d’un chargement fort sans accroissement quasi-
statique de l’endommagement.
Ce cas est comparable au cas 1 à la différence près que le niveau d’endommage-
ment atteint à l’issue du cyclage C1 est supérieur au niveau d’endommagement qui
serait créé par une montée en charge au niveau C2 et qui par conséquent empêche un
accroissement quasi-statique de l’endommagement au changement de palier. Ainsi,
même si la vitesse de fissuration s’accroit lors du passage au chargement fort, le
changement n’est pas aussi brutal que celui observé dans le cas précédent.
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
Paramètres Essai 1 Essai 2 Essai 3
σMAXN1 = 0.4σR (MPa) 386 386 386
σMAXN2 = 0.6σR (MPa) 579 579 579
N1 10000 20000 30000
N2 2500 2000 500
TABLE 3.16 - Récapitulatif des essais de traction cyclique à
deux niveaux de chargement correspondants aux cas 2
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FIGURE 3.72 - Cas 2 : Évolution de la densité de fissures dans
la couche à 90˚en fonction du nombre de cycles pour la séquence
(0◦3/90◦6/0◦3) avec R=0.1, f=1Hz soumise à 2 niveaux de charge-
ments (chargement faible suivi d’un chargement fort)
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
Cas 3 : Chargement fort suivi d’un chargement faible (FIG. 3.73).
Bien évidemment dans ce cas il est impossible il n’y a pas d’accroissement quasi-
statique de l’endommagement au passage du chargement C1 au chargement C2. En re-
vanche l’endommagement créé lors du premier cycle est une endommagement quasi-
statique.
Paramètres Essai 1 Essai 2 Essai 3
σMAXN1 = 0.6σR (MPa) 386 386 386
σMAXN2 = 0.4σR (MPa) 579 579 579
N1 500 1000 2000
N2 11000 4000 2000
TABLE 3.17 - Récapitulatif des essais de traction cyclique à
deux niveaux de chargement correspondants aux cas 3
3.8.5 Cumul de l’endommagement
Nous venons d’étudier les courbes donnant l’évolution de la densité de fissures
en fonction du nombre de cycles pour des essais à plusieurs niveaux de chargement
(chargement faible puis chargement fort et chargement fort puis chargement faible).
Ces essais mettent en évidence l’influence de la chronologie des évènements sur l’évo-
lution de l’endommagement. Dans chacun des cas nous avons fixé plusieurs valeurs
du nombre de cycles N du premier niveau puis le nombre de cycles du second niveau
N2 est conditionné par l’atteinte de l’état de saturation. Une manière d’illustrer le cu-
mul de l’endommagement consiste à tracer les courbes Nf/N sf en fonction de NF /N sF .
Nf décrivant N1 lorsque le chargement faible est appliqué en premier et NF décri-
vant N1 lorsque le chargement fort est appliqué en premier. N sf et N sF représentent le
nombre de cycles nécessaires pour atteindre la saturation respectivement sous char-
gement faible et fort.
Il apparait clairement (FIG. 3.74) que le cumul n’est pas linéaire . Toutefois, on
constate que la non linéarité est plus importante dans le cas où le chargement fort est
appliqué en premier. La connaissance du mode de cumul de l’endommagement est né-
cessaire dans la mesure où nous souhaitons, dans la suite de cette étude donner une
modélisation de l’endommagement. Il est important de comprendre que la façon dont
se fait le cumul de l’endommagement impose une formulation de la loi d’évolution de
l’endommagement dans où les variables représentatives de l’endommagement et du
nombre de cycles N ne sont pas séparables.
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3.8 Comportement du stratifié et analyse de l’endommagement en fatigue
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FIGURE 3.73 - Cas 3 : Évolution de la densité de fissures dans
la couche à 90˚en fonction du nombre de cycles pour la séquence
(0◦3/90◦6/0◦3) avec R=0.1, f=1Hz soumise à 2 niveaux de charge-
ments (chargement fort suivi d’un chargement faible)
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
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FIGURE 3.74 - Cumul de l’endommagement lors d’essais de
traction cyclique à deux niveaux
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3.9 Conclusion
3.9 Conclusion
Les résultats des essais expérimentaux présentés dans ce chapitre ont pour ob-
jectif de dégager des renseignements importants relatifs à l’endommagement par fis-
suration dû aussi bien à des sollicitations quasi-statiques que cycliques. Il est im-
portant de garder à l’esprit que ces résultats nous serviront de base pour l’écriture
et l’identification d’un modèle d’endommagement. Ils nous ont permis de dégager les
principales caractéristiques de la fissuration suivant les deux aspects qualitatif puis
quantitatif.
Le premier point important dégagé de ces essais concerne la similitude que l’on
peut observer entre l’endommagement créé par une chargement quasi-statique et
celui créé par un chargement de fatigue.
D’abord, d’un point de vue géométrique, les fissures sont identiques dans les deux
cas et se présentent sous la forme d’un réseau quasi-périodique de fissures qui se pro-
pagent dans la direction des fibres qui leur servent de guide. La principale différence
réside dans la propagation. En effet, si dans le cas d’un chargement quasi-statique
il est clair que les fissures apparaissent et se propagent quasi- instantanément dans
l’épaisseur et la largeur de l’éprouvette la propagation semble plus lente dans le cas
de la fatigue. Ces observations nous ont conduit à nous intéresser à la multiplication
des fissures plus qu’à leur propagation.
Concernant, l’évolution de l’endommagement, dans notre cas nous avons consi-
déré l’évolution de la densité de fissures, là encore on constate de forte similitude
dans le comportement. La différence résidant dans le fait que l’évolution de la densité
de fissures est pilotée par l’augmentation de la contrainte (ou déformation) appliquée
dans le cas d’un chargement quasi-statique alors qu’elle est pilotée par l’accumula-
tion du nombre de cycles de sollicitations à contrainte (ou déformation) constante en
fatigue.
Les essais nous permettent également d’identifier les paramètres qui ont une in-
fluence sur l’évolution de la fissuration. D’abord il est clair que l’orientation des plis
par rapport à la direction de chargement à une influence sur la cinétique de fissu-
ration. Ensuite nous avons montré que la la densité de fissure est inversement pro-
portionnelle à l’épaisseur du pli fissuré. La principale conséquence de cette propriété
est que la densité de fissures n’est pas une propriété intrinsèque au matériau mais
qu’elle dépend de la géométrie de la structure. Cette observation nous a conduit à
introduire une autre variable alpha qui est le produit de la densité de fissures par
l’épaisseur du pli fissuré et nous avons montré que cette variable permet de s’affran-
chir des effets d’épaisseur. Enfin, dans le cas de chargement de fatigue, le niveau de
contrainte maximal influence la cinétique de fissuration.
L’autre propriété importante mise en évidence est le phénomène de saturation de
la densité de fissures c’est-à-dire que la densité de fissures croît de façon monotone
jusqu’à atteindre une valeur critique à partir de laquelle plus aucune fissure ne peut
être créée. Nous avons montré que cette valeur est une propriété qui dépend de la
structure et du matériau mais qui est totalement indépendante du type de charge-
ment.
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3. Etude expérimentale de l’endommagement dans les stratifiés
En suivant l’évolution de la rigidité du stratifié parallèlement à celle de l’endom-
magement nous avons pu déterminer l’influence de la fissuration sur les propriétés
mécaniques des différents stratifiés testés. On montre que la chute de rigidité est
proportionnelle à l’épaisseur du pli fissuré. Ensuite la comparaison des chutes de ri-
gidité dues à un endommagement quasi-statique aux chutes de rigidité dues à un
endommagement de fatigue, montre que pour une densité de fissures donnée et une
stratification donnée, la chute de rigidité ne dépend pas de l’histoire du chargement.
En d’autres termes, pour une stratification donnée, la chute de rigidité dépend de la
densité de fissure et non de la façon dont ont été créées les fissures.
Les tableaux TAB. 3.18 TAB. 3.19 présentent une synthèse des caractéristiques
principales de l’endommagement qui ont été identifiés par les essais présentés précé-
demment.
séquence ep90◦ dstatiquesat d
fatigue
sat 1− Esat11 /E011
(mm) (mm−1) (mm−1) (%)
(0◦3/90◦3/0◦3) 0.9 0.477 0.6 2.12
(0◦3/90◦6/0◦3) 1.8 0.300 0.307 3.84
(0◦3/90◦12/0◦3) 3.6 0.169 0.169 8.01
TABLE 3.18 - Synthèse des données caractéristiques obte-
nues par les essais sous sollicitations cycliques sur les sé-
quences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) avec ep90◦ l’épaisseur de la couche fis-
surée, dstatiquesat et d
fatigue
sat les densités de fissures à saturation et
Esat11 /R
0
11 la chute de rigidité à saturation
séquence dintsat dextsat 1− Esat11 /E011
(mm−1) (mm−1) (%)
(0◦3/+ 45◦3/− 45◦3)s 0.289 0.505 27.1
(0◦3/+ 55◦3/− 55◦3)s 0.297 0.525 22.0
TABLE 3.19 - Synthèse des données caractéristiques obtenues
par les essais sous sollicitations cycliques sur les séquences
(0◦3/+45◦3/−45◦3)s et (0◦3/+55◦3/−55◦3)s avec dstatiquesat et dfatiguesat les
densités de fissures à saturation et Esat11 /R011 la chute de rigidité
à saturation
Nous avons vu que la fissuration, bien qu’elle ne soit pas catastrophique pour l’in-
tégrité d’une structure peut être à l’origine d’autres types d’endommagement beau-
coup plus néfastes tels que le délaminage ou les ruptures de fibres. Il est donc im-
portant de prévoir son évolution. Dans la mesure où la fissuration ne conduit pas à
la rupture, nous considèrerons que la durée de vie correspond au nombre de cycles
nécessaires pour atteindre la saturation. On propose donc de construire des courbes
que nous pouvons comparer à des courbes S-N qui représentent le nombre de cycles
nécessaires pour atteindre l’état de saturation en fonction du niveau de contrainte
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3.9 Conclusion
maximal (FIG. 3.75). Cependant, il est important de souligner que la réalisation de
ce type de courbe nécessite en grand nombre d’essais afin de disposer d’un nombre
signficatif de points permettant de construire les courbes. Aussi, ces courbes ne sont
données qu’à titre d’information.
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FIGURE 3.75 - Courbes S-N représentant le nombre de cycles
à saturation en fonction de σMAX (exprimée en pourcen-
tage de la contrainte à rupture) appliquée pour les séquences
(0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3)
L’ensemble des résultats présenté dans ce chapitre vont servir de base à l’écriture
d’un modèle d’endommagement et à son identification qui sont développés dans les
chapitre qui suivent.
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Chapitre 4
Une modélisation du
comportement du matériau
unidirectionnel
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
4.1 De l’expérience à la loi de comportement
La rédaction de la section suivante s’appuie sur l’ouvrage de THIONNET et MARTIN
[Thionnet et al., 2004].
Dès lors que l’on souhaite donner un sens physique à une loi de comportement,
il est important que son écriture s’appuie sur des constatations expérimentales. Elle
doit ensuite obéir à un certain nombre de concepts généraux.
L’objectif que l’on se fixe ici est de proposer un modèle de comportement prenant
en compte la fissuration intra-laminaire. Généralement, la compréhension des méca-
nismes de fissuration est abordée de deux manières distinctes :
– par la Mécanique de la Rupture, quand les fissures ont une taille de l’ordre
de celle de la structure dans laquelle elles se développent. Dans ce cas, on s’in-
téresse à leur amorçage et leur propagation ;
– par la Mécanique de l’Endommagement, quand les fissures ont une taille de
l’ordre de l’élément de volume du matériau dans lequel elles se développent. On
s’intéresse alors à l’influence de la fissuration sur les propriétés mécaniques du
matériau.
Il est clair que le choix de la façon d’aborder le problème ne résulte pas d’une déci-
sion arbitraire mais doit se faire en cohérence avec les constatations expérimentales.
Ainsi, on se place dans le cadre de la Mécanique de l’Endommagement. Ce choix est
motivé, d’une part du fait de la taille et du nombre de fissures constatées, d’autre part
parce que l’on fait l’hypothèse que l’amorçage et la propagation complète des fissures
sont quasi-simultanés. Dans ce cadre, on choisit de baser l’écriture de la loi de com-
portement sur la Thermodynamique des Milieux Continus qui fournit un cadre pour
le développement de modèles mécaniques. Ce choix impose de se placer à une échelle
suffisamment grande de façon à ce qu’il soit possible de faire l’hypothèse de conti-
nuité de la matière. Nous nous placerons dans ce cadre jusqu’à la fin de ce chapitre.
La finalité de cette partie est de définir le cadre thermodynamique classiquement uti-
lisé pour décrire les phénomènes physiques qui apparaissent au sein d’un matériau.
Le second objectif est de présenter la démarche à suivre pour l’établissement d’une
loi de comportement.
Afin de fixer clairement quel est le problème physique à résoudre, on décrit dans
les lignes qui suivent ce qui constitue ce que l’on appelle un problème de calcul de
structure. En fait, un problème de calcul de structure n’est finalement qu’un pro-
blème de Mécanique des Milieux Continus posé sur toute ou partie d’une structure
industrielle et pour lequel on a l’objectif de le résoudre par une technique numérique
adéquate, ici celle des éléments finis. Ce que l’on rappelle dans les lignes qui suivent
est donc tout à fait classique.
Le système matériel étudié S est en mouvement dans l’espace physique rapporté
au référentiel ζ = (R, H), R désignant le repère d’espace dont b = (x1,x2,x3) est
la base cartésienne orthonormée directe, O son origine et H le repère de temps. A
chaque instant t, la position du point matériel M est notée x, son déplacement u, sa
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4.1 De l’expérience à la loi de comportement
vitesse v et son accélération γ. Le système coïncide au cours du temps avec le domaine
D représenté dans l’espace par un ensemble continu (connexe par arc), fermé et borné
de l’espace physique. Soit Ω ⊂ D une partie de D formant un sous-système fermé de
D. On note ∂Ω sa frontière de normale unitaire sortante n et Ω le sous ensemble
complémentaire tels que Ω, ∂Ω et Ω forment une partition de D. Plus précisément, D
coïncide avec D(t) = Ω(t)∪ ∂Ω(t)∪Ω(t) à l’instant t et avec D0 = Ω(t0)∪ ∂Ω(t0)∪Ω(t0)
à l’instant t0. Un élément de volume de Ω est noté dV et un élément d’aire de ∂Ω est
noté dA.
L’évolution du domaine est étudiée entre les instants t0 et tMAX .
On se place sous l’Hypothèse des Petites Perturbations (HPP). On estime que
la masse volumique du milieu étudié est constante au cours du temps et qu’elle ne
dépend éventuellement que des variables d’espace, indiquant ainsi que le milieu n’est
pas homogène. On la note ρ(M).
Les sollicitations appliquées au domaine peuvent être : des actions à distance
agissant dans Ω(t) et des actions de contact agissant sur ∂Ω(t). Ainsi, en tout point
M de Ω(t) le système est soumis à une densité volumique d’efforts notée ρ(M)f(M, t)
(celle induite par la Pesanteur par exemple) et reçoit une densité volumique de cha-
leur r(M, t). Á la frontière ∂Ω, un vecteur contrainte T = σ≈ · n schématise les actions
mécaniques de Ω sur Ω et un flux de chaleur q est échangé.
n
dA
Ω
Ω ∂Ω
dV
FIGURE 4.1 - Représentation du système matériel S considéré.
Ω, ∂Ω et Ω forment une partition de S.
Pour construire un cadre général à ses actions de contact, on découpe la frontière
du domaine en trois parties distinctes ∂ΩU , ∂ΩF , ∂ΩFU . On suppose que ce découpage
est indépendant du temps et qu’il forme une partition de ∂Ω(t), c’est-à-dire notam-
ment que la réunion de ces différentes parties redonne la totalité de ∂Ω(t) et que leur
intersection deux à deux est égale à l’ensemble vide. Soit :
∂Ω(t) = ∂ΩU ∪ ∂ΩF ∪ ∂ΩFU

∂ΩU ∩ ∂ΩF = ∅
∂ΩF ∩ ∂ΩFU = ∅
∂ΩU ∩ ∂ΩFU = ∅
(4.1)
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
Chaque partie peut se réduire à l’ensemble vide. En revanche, dès lors qu’une
partie n’est pas réduite à l’ensemble vide, sa mesure est strictement positive. Sur la
base de ce découpage, on définit les conditions aux limites suivantes :
– sur ∂ΩF , on donne la densité surfacique d’efforts F(M, t) ;
– sur ∂ΩU , on donne le déplacement U(M, t) en chaque point ;
– sur ∂ΩFU , on donne un vecteur D(M, t) de renseignements locaux dont les com-
posantes sont celles, soit d’un déplacement, soit d’une densité surfacique d’ef-
forts, par exemple :
D(M, t) =
 F ′1(M, t)U ′2(M, t)
F ′3(M, t)
 (4.2)
Sans plus de précisions sur la forme que peuvent prendre l’ensemble des sollicita-
tions, ces conditions aux limites sont celles d’un problème dit standard.
Le problème consiste à trouver, en tout point du domaine, les inconnues sui-
vantes :
– le vecteur déplacement u(M, t) ;
– le tenseur des contraintes σ≈(M, t) ;
– les variables d’état internes (et leur variable associée) incluses dans la modéli-
sation du comportement. Ici, ces variables sont :
. na scalaires notés (am(M, t))m=1,...,na dont les variables associées sont notées
(Am(M, t))m=1,...,na ;
. nb vecteurs notés (bn(M, t))n=1,...,nb dont les variables associées sont notées
(Bn(M, t))m=1,...,nb ;
. nc 2-tenseurs notés (c≈
p(M, t))p=1,...,ncdont les variables associées sont notées
(Cp(M, t))m=1,...,na .
Les équations (EQPB) locales données en tout point M(t) de Ω(t) sont :
– l’équation d’équilibre (EQL) :
div σ≈(M, t) + ρ(M)f(M, t) = ρ(M)
∂2u(M, t)
∂t2
(4.3)
– le loi de comportement constituée par :
. les lois d’état (EQETAT) (ψ(M, t) étant une fonction d’état donnée) :
∂ψ(M, t)
∂ε≈
=
1
ρ(M)
σ≈(M, t)
∂ψ(M, t)
∂am
= Am(M, t)
∂ψ(M, t)
∂bm
= Bn(M, t)
∂ψ(M, t)
∂c≈
m
= Cp(M, t)
(4.4)
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4.1 De l’expérience à la loi de comportement
. les lois d’évolutions (EQEVOL) :
dam(M, t)
dt
= . . .
dbn(M, t)
dt
= . . .
dc≈
p(M, t)
dt
= . . .
(4.5)
– les conditions aux limites (CL) :

sur ∂ΩF : σ≈(M ∈ ∂ΩF , t)× n(M ∈ ∂ΩF , t)
sur ∂ΩU : u(M ∈ ∂ΩU , t) = U(M, t)
sur ∂ΩFU :

{σ≈(M ∈ ∂ΩFU , t)× n(M ∈ ∂ΩFU , t)}1 = F
′
1(M, t)
{u(M ∈ ∂ΩFU , t)}2 = U ′2(M, t)
{σ≈(M ∈ ∂ΩFU , t)× n(M ∈ ∂ΩFU , t)}3 = F
′
3(M, t)
(4.6)
Lorsque le comportement du milieu constituant le domaine est élastique linéaire
(non-homogène, anisotrope), ces problèmes types sont qualifiés de problèmes stan-
dards d’élasticité linéaire. Dans ce cas, des théorèmes portant sur l’existence et l’uni-
cité des solutions sont connus, ces problèmes répondent au Théorème de Superposi-
tion, en raison de la linéarité de tous les opérateurs qui entrent dans leur formulation
et de ce fait, leurs solutions sont linéaires par rapport aux données.
Le problème à résoudre est maintenant clairement posé. Nous présentons dans la
suite de ce chapitre les bases d’une approche thermodynamique qui nous permettront
de déterminer les différentes variables du problème et d’aboutir à une formulation
des différentes équations (EQL, EQETAT, EQEVOL) et des conditions aux limites
(CL) évoquées jusque là.
Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites 125
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
4.2 Description du modèle de comportement retenu
La description du comportement d’un matériau dans le cadre de la thermodyna-
mique des milieux continus, passe en premier lieu par le choix des variables d’état
qui permettront de décrire l’état de ce dernier. De plus, rappelons le, c’est le choix
totalement subjectif, du nombre et de la nature de ces variables qui conditionne la
finesse de la description et la formulation du modèle. Aussi, il est important de com-
prendre et d’analyser avec précision le phénomène que l’on souhaite modéliser. C’est
là tout l’objet du paragraphe suivant (§4.2.1).
4.2.1 Analyse physique de la fissuration
Au-delà du fait que l’endommagement par fissuration se présente sous la forme
d’un réseau de fissures planes, parallèles et réparties de façon homogène, il est im-
portant de rappeler que la direction des fissures, pour le matériau étudié ici dépend
essentiellement de l’orientation des renforts. En effet, nous avons constaté expéri-
mentalement que ces derniers servent de guides contraignant les fissures à se propa-
ger dans une direction indépendante du chargement contrairement à ce que l’on peut
observer dans les matériaux métalliques. En revanche, la géométrie des fissures dé-
pend du chargement. Deux points essentiels doivent dès lors être pris en compte : la
direction et la géométrie des fissures.
TALREJA [Talreja, 1986] est un des premiers à développer dans ses travaux une
approche directionnelle de l’endommagement. Il a développé, dans le cadre de la
thermodynamique des processus irréversibles, une approche physique de l’endom-
magement visant à décrire les fissures, non pas par un scalaire mais par un doublet
(scalaire/vecteur). Chaque fissure est alors caractérisée par la normale à son plan et
par sa longueur. Cette approche est reprise par THIONNET [Thionnet, 1991] et appli-
quée à l’échelle du pli élémentaire. L’approche mésoscopique qu’il propose permet de
prendre en compte l’aspect géométrique de l’endommagement et présente l’avantage
d’un caractère intrinsèque au pli qui permet ainsi d’en déduire le comportement de
n’importe quel empilement complexe. Ce modèle, développé en premier lieu, pour mo-
déliser l’endommagement au sein d’un pli unidirectionnel a été étendu au cas d’une
nappe élémentaire d’un composite tissé par AUSSEDAT [Aussedat-Yahia, 1997]. Ils
décrivent chaque famille de fissure parallèles par un doublet : un scalaire qui ca-
ractérise l’état d’endommagement et une grandeur vectorielle qui traduit l’aspect
directionnel de l’endommagement.
Une autre caractéristique importante de la fissuration intra-laminaire est son ca-
ractère unilatéral. S’il est clair que l’endommagement est un phénomène irréversible,
son effet peut toutefois être actif ou inactif. Afin d’illustrer ce phénomène, examinons
les exemples suivants.
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
EXEMPLE 1
Considérons un élément de volume d’un matériau élastique contenant une
unique famille de fissures planes et parallèles. Sollicité en traction dans le sens
normal au plan des fissures, les fissures s’ouvrent, le comportement est alors celui
d’un matériau endommagé (FIG. 4.2a). Sollicité ensuite en compression, les fis-
sures se referment, les lèvres viennent en contact et transmettent l’effort imposé.
Le comportement est alors équivalent à celui du matériau sain (FIG. 4.2b). Il est
bien évident que ceci n’est valable que dans un domaine limité proche de σ≈ = 0≈ (ou
ε≈ = 0≈) au delà duquel le matériau s’endommage en compression entrainant une
dégradation de ses propriétés mécaniques.
(a) (b)
FIGURE 4.2 - Représentation schématique de l’activa-
tion/désactivation de l’endommagement.
FIGURE 4.3 - Exemple schématique de comportement
avec un endommagement unilateral (SiC/SiC) et endom-
magement unilatéral plus déformation résiduelle (C/SiC)
[Chaboche et al., 1994].
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
Bien que l’endommagement soit présent, ce dernier n’est pas actif dans la direc-
tion des sollicitations. On parle alors du caractère unilatéral du dommage ou d’acti-
vation/désactivation de l’endommagement.
EXEMPLE 2
Imaginons maintenant un chargement S(t) (FIG. 4.4) de valeur moyenne nulle,
dont les extrémums sont Smin = −a et Smax = a, symétriques l’un de l’autre par
rapport à la valeur nulle, qui induit localement un état de contrainte de cisaille-
ment qui fait glisser les lèvres de fissures l’un par rapport à l’autre.
a
0
−a
Cisaillement « positif »
Cisaillement « négatif »
a
0
−a
Cisaillement « positif »
Cisaillement « négatif »
Cisaillement positif Cisaillement négatif
FIGURE 4.4 - Cas du cisaillement
S’il est normal de distinguer le cas de la traction de celui de la compression,
lorsque, localement l’état de contrainte uni-axial est orthogonal au plan des fissures,
dans le cas du cisaillement, les fissures ne transmettent aucun effort 1. Aussi, dès
lors que l’état de fissuration est stabilisé 2, dans la mesure où l’on reste dans le do-
1. On fait ici l’hypothèse qu’il n’y a pas de frottement entre les lèvres des fissures
2. Entendre par là, lorsque les fissures ne se propagent plus et que la densité de fissures n’évolue
plus
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
maine élastique, le comportement mécanique est identique en cisaillement « positif »
et « négatif ».
LADEVÈZE et LEMAITRE [Ladevèze and Lemaitre, 1984], sont parmi les premiers
à avoir proposé une approche de la désactivation de l’endommagement dans le cas
d’un matériau initialement isotrope et qui le reste au cours du processus d’endom-
magement. Dans le cas anisotrope (anisotropie initiale ou anisotropie induite par
l’endommagement), on trouve dans la littérature un certain nombre d’approches sca-
laires [La Borderie et al., 1992], vectorielles [Krajcinovic and Fonseka, 1981] ou ten-
sorielles. On note cependant que ces approches présentent des problèmes de continui-
tés au niveau de la frontière entre les états de traction et de compression. CHABOCHE
[Chaboche, 1994] résume les défauts d’un certain nombre de théories avec dommage
anisotrope. Toutefois, certaines parviennent à satisfaire la continuité et à tenir compte
de l’anisotropie induite par l’endommagement. On peut citer notamment les travaux
de CHABOCHE [Chaboche, 1992]. Cependant, dans son approche, il est amené à défi-
nir arbitrairement des directions principales d’endommagement qui conduisent à des
résultats qui dépendent du choix de ces directions.
D’une manière générale, les différentes approches présentées ici séparent le do-
maine de la traction de celui de la compression. Afin d’éviter cette rupture, et ainsi
d’avoir la continuité du comportement lors du passage de l’état de traction à ce-
lui de compression, AUSSEDAT [Aussedat-Yahia, 1997], puis THIONNET et RENARD
[Thionnet and Renard, 2001] introduisent deux variables d’état scalaires pour dé-
crire l’endommagement. Ces variables permettent de donner à la Mécanique de l’En-
dommagement la notion de mode de sollicitation d’un réseau de micro-fissures équi-
valente à la notion de mode de sollicitation d’une macro-fissure en Mécanique de la
Rupture.
4.2.2 Cadre et hypothèses du modèle
Nous pouvons maintenant dégager de l’analyse des caractéristiques de l’endom-
magement les conditions à satisfaire pour modéliser au mieux le phénomène. Ainsi,
une modélisation du comportement élastique endommageable d’un matériau micro-
fissuré devra être écrite en tenant compte :
C1. des discontinuités dans les relations contraintes/déformations ;
C’est-à dire que notre modélisation doit être continue au passage de la fron-
tière entre les états de traction et de compression.
C2. de l’anisotropie induite par l’endommagement ;
C3. des chutes de rigidité induites par l’endommagement ;
L’apparition de fissures entraîne la dégradation de certaines caractéristiques
mécaniques qui peut induire de l’anisotropie.
C4. : de l’activation/désactivation de l’endommagement.
La modélisation doit également respecter les Principes de la Physique et de la
Mécanique, c’est-à-dire que le modèle doit être :
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
C5. S-invariant (où S représente le groupe des symétries matérielles du maté-
riau) ;
Les relations constitutives du modèle de comportement doivent respecter les
symétries du matériau.
C6. objectif
Le modèle ne dépend pas du référentiel d’observation.
C7. en accord avec le Second Principe de la Thermodynamique.
Afin de satisfaire au mieux les conditions énoncées précédemment, nous sommes
amenés à poser certaines hypothèses.
Le modèle développé dans cette étude est basé sur celui initialement proposé par
THIONNET et RENARD [Thionnet and Renard, 1993]. Ce modèle, développé dans le
cadre de structures minces est écrit sous l’hypothèse des contraintes planes et ne
permet de prendre en compte que deux directions d’endommagement. L’originalité
de notre approche réside dans le fait de prendre en compte les compte les contraintes
hors-plan, négligées dans les structures minces. On propose donc de rajouter une troi-
sième direction d’endommagement afin d’aboutir à un modèle 3D et ainsi de pouvoir
étendre le modèle au cas des structures épaisses.
On choisit de travailler à l’échelle mésoscopique, c’est-à-dire l’échelle du pli. L’écri-
ture du modèle à l’échelle du pli permet de pouvoir l’étendre sans difficulté au cas d’un
stratifié quelconque.
On suppose que le comportement du matériau est de type élastique endomma-
geable, c’est-à-dire que pour un état d’endommagement donné et stable, le comporte-
ment est élastique.
L’endommagement considéré est un réseau de fissures planes et parallèles et ce
dernier est indépendant du temps.
On considère que l’apparition et la propagation complète dans l’épaisseur et la
largeur de l’éprouvette sont quasi-simultanées.
On suppose qu’il n’y a pas de frottement entre les lèvres de fissures.
On se place sous l’Hypothèse des Petites Perturbations (HPP). On regroupe sous
le nom de petites perturbations par rapport à un état d’équilibre, les petits déplace-
ments, les petites déformations et les petites variations de températures. Toutefois,
le matériau utilisé ici étant faiblement conducteur de chaleur, on estime que les va-
riations de température au sein du milieu sont suffisamment faibles pour n’induire
aucune modification notable des propriétés du matériau. Ainsi nous supposerons que
l’on travaille à température constante.
On se place dans le cadre de la Mécanique de l’Endommagement décrit précédem-
ment.
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
Enfin, la loi de comportement est écrite à partir de la méthode de l’état local issue
de la Thermodynamique des Milieux Continus [Germain, 1973]. L’état du matériau
est donc décrit par un ensemble fini de variables internes.
De manière générale, les variables internes utilisées dans les modèles écrits dans
le cadre de la Mécanique de l’Endommagement peuvent être de nature scalaire, vec-
torielle ou tensorielle. Dans cette étude nous nous sommes basés sur l’approche vec-
torielle de THIONNET et RENARD [Thionnet and Renard, 1993] elle-même issue des
travaux de TALREJA [Talreja, 1986]. Cette approche basée sur une description micro-
scopique des phénomènes de fissuration permet de tenir compte de la géométrie de
l’endommagement et de traduire le caractère unilatéral de l’endommagement.
4.2.3 Choix des variables d’état et description des fissures
La méthode de l’état local sur laquelle se base la thermodynamique des proces-
sus irréversibles [Germain, 1973] postule que l’état thermo-mécanique d’un milieu,
en un point et à un instant donnés, est complètement défini par la donnée d’un certain
nombre de grandeurs thermodynamiques, appelées variables d’état, ne dépendant que
du point considéré [Besson et al., 2001, Lemaitre and Chaboche, 1986]. Les dérivées
temporelles de ces variables n’intervenant pas pour définir l’état du milieu implique
que toute évolution puisse être considérée comme une succession d’états d’équilibre,
ce qui exclut par conséquent les phénomènes ultra-rapides. C’est le choix, totalement
subjectif bien que guidé par l’expérience, de la nature et du nombre des ces variables
qui va conditionner l’écriture du modèle et la précision de la description du phéno-
mène physique. Les variables d’état (ou variables thermodynamiques) se divisent en
deux catégories : les variables observables et les variables internes.
Les variables observables sont définies ainsi dans la mesure où elles sont mesu-
rables par observation directe. Dans le cadre de la thermo-élasticité (phénomènes
réversibles), l’état du milieu dépend à chaque instant de seulement deux variables :
– le tenseur de déformations ε≈ ;
– la température T .
Précisons d’ores et déjà que nous avons fait l’hypothèse que l’on travaille à tem-
pérature constante. Aussi, la seule variable observable qui nous intéressera dans la
suite est le tenseur de déformations ε≈.
Dans un cadre plus général (élasto-plasticité ou visco-platicité), en petites pertur-
bations, on suppose généralement qu’il y a partition de la déformation totale ε≈tot
qui
se décompose en une déformation purement élastique ε≈el
et une déformation inélas-
tique réversible ε≈ir
sous la forme ε≈el
= ε≈tot
− ε≈ir. Toutefois, nous verrons dans la
suite que le milieu étudié est élastique endommageable, le seul phénomène dissipatif
étant l’endommagement. Aussi, la déformation se limitera à la déformation élastique.
Ainsi, nous avons : ε≈tot
= ε≈el
= ε≈.
Pour modéliser les phénomènes irréversibles (l’endommagement par exemple),
afin de décrire l’état interne du milieu, il est nécessaire d’introduire des variables
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
de nature plus cachée appelées variables internes qui, par opposition avec les va-
riables observables, ne peuvent être mesurées par observation directe. Ces variables
peuvent être de différentes natures : scalaires [Ladevèze and LeDantec, 1992], vecto-
rielles [Talreja, 1986] ou tensorielles [Chaboche, 1979]. Là encore le choix sera guidé
par l’expérience.
Dans l’approche que nous avons suivie, le phénomène d’endommagement par fis-
suration intra-laminaire est modélisé par un vecteur caractérisant la densité et la di-
rection du réseau de fissures. L’approche de TALREJA, qui a été reprise par THIONNET
et RENARD [Thionnet and Renard, 1993], dans le cas des composites unidirection-
nels est étendue aux composites tissés par AUSSEDAT [Aussedat-Yahia, 1997] qui
introduit une deuxième direction d’endommagement. On propose d’introduire une
troisième direction de fissuration afin de modéliser l’apparition de fissures dues aux
contraintes perpendiculaires à l’empilement dans le cas d’un stratifié épais pour le-
quel les contraintes dans l’épaisseur ne sont pas négligeables. Ainsi, les trois réseaux
de fissures sont définis de la façon suivante :
Soit un pli unidirectionnel et R(O,x1,x2,x3) le repère local lié au pli, avec x1 repré-
sentant la direction des fibres et x3 la direction normale au pli. On considère trois
types de fissures (FIG. 4.5) : les fissures parallèles au plan (x1,x3) (type 1), les fissures
parallèles au plan (x2,x3) (type 2) et les fissures parallèles au plan (x1,x2) (type 3).
(a) (b) (c)
FIGURE 4.5 - Trois directions de fissuration : (a) type 1, (b)
type 2, (c) type 3.
On modélise alors chaque type de fissure par un vecteur qui possède deux compo-
santes, dans le repère local du pli, susceptibles d’être non nulles (EQ. 4.7). En d’autres
termes, la direction du vecteur est variable. Nous verrons dans la suite qu’il est pos-
sible relier ce vecteur aux déplacements des lèvres de fissures observés à l’échelle
microscopique.
VFI1[1] =
 V
FI1
T[1]
V FI1N[1]
0
 , VFI2[2] =
 V
FI2
N[2]
V FI2T[2]
0
 , VFI3[3] =
 V
FI3
T[3]
0
V FI3N[3]
 (4.7)
132 Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
4.2 Description du modèle de comportement retenu
où VN et VT représentent respectivement la composante normale et la composante
tangentielle au plan de la fissure.
Dans tout ce qui suit, afin d’alléger les écritures dans un but de clarté, nous li-
miterons le détail de la démarche au cas de la fissuration de type 1. L’approche est
identique pour les autres types de fissuration.
Nous prendrons donc :
V =
 VTVN
0
 (4.8)
Les observations expérimentales montrent que les fissures se comportent diffé-
remment suivant les sollicitations auxquelles elles sont soumises. Afin de bien com-
prendre le phénomène, on propose d’examiner une fissure « modèle » caractéristique
du réseau fissuré, dont les lèvres sont représentées par deux plans parallèles (FIG.
4.6). L’état de contrainte local au niveau des lèvres des fissures peut engendrer trois
modes particuliers de fissuration : le mode I correspond à une ouverture dans la
direction normale au plan des lèvres des fissures (les lèvres sont ouvertes mais non
cisaillées), le mode II correspond à un glissement des lèvres de fissures (les lèvres
sont fermées mais cisaillées), enfin, le mode MIXTE est une combinaison des deux
modes précédents. Le mode III est quant à lui exclu.
(a) Mode I (b) Mode II (c) Mode MIXTE
FIGURE 4.6 - Les trois modes d’ouverture d’un réseau de fis-
sures.
De plus, les fissures introduisent, à l’échelle microscopique, des discontinuités
dans les relations contraintes/déformations au passage de la frontière entre les états
de traction et de compression. Afin de tenir compte de l’influence du chargement
extérieur sur la géométrie des fissures et d’assurer la continuité du comportement,
on introduit deux variables m et r. L’introduction de ces variables nous conduit donc
à donner à la Mécanique de l’Endommagement, la notion de mode de sollicitation
d’une macro-fissure rencontrée en Mécanique de la Rupture.
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
La première variable interne, notée, m, caractérise le mode d’ouverture d’une fis-
sure. L’information sur la géométrie de la fissure est complétée par la deuxième va-
riable interne, notée r, qui caractérise le rayon d’ouverture de la fissure. Les effets
conjugués de ces deux variables entrainent une évolution continue du tenseur des
rigidités au passage de l’état de traction à l’état de compression. L’introduction des
ces variables permet également de tenir compte du fait que les fissures ont un com-
portement différent en fonction des sollicitations.
Les variables m et r permettent de décrire la géométrie des fissures et sont inspi-
rées, en tout cas pour m, de la notion de mode d’ouverture d’une fissure en Mécanique
de la Rupture.
On distingue trois configurations différentes :
1. les lèvres de fissure s’écartent (Mode I) : m = 1
⇒ UT = 0 et UN 6= 0
2. les lèvres de fissure glissent l’une par rapport à l’autre (Mode II) : m = 2
⇒ UN = 0 et UT 6= 0
3. les lèvres de fissure se trouvent dans une configuration mixte (Mode MIXTE) :
1 < m < 2
⇒ UN 6= 0 et UT 6= 0
où UN et UT représentent respectivement les déplacements normaux et tangen-
tiels des lèvres de fissures. A ce niveau de l’étude, il n’est pas nécessaire de donner
plus de détails sur la forme des variables m, r et des sauts de déplacements UN et UT .
Nous avons jusque là décrit la direction des fissures par l’utilisation d’une des-
cription vectorielle en introduisant le vecteur V. La géométrie évolutive des fissures
et décrite par l’introduction des variables d’état m et r qui traduisent respectivement
le mode et le rayon d’ouverture des fissures et assurent la continuité du tenseur des
rigidité au passage de l’état de traction à l’état de compression. Il reste maintenant à
évaluer le niveau d’endommagement.
De nombreux auteurs utilisent la chute de rigidité, la rigidité ou encore la résis-
tance résiduelle comme une variable macroscopique directement liée à l’endomma-
gement. Nous pouvons citer par exemple les travaux de HIGHSMITH et REIFSNIDER
[Highsmith and Reifsnider, 1982], SIDOROFF et SUBAGIO [Sidoroff and Subagio, 1987],
SHOKRIEH et LESSARD [Shokrieh and Lessard, 1997] ou encore ceux de PHILIPPIDIS
et VASSILOPOUDOS [Philippidis and Vassilopoudos, 1999]. La fissuration étant un
phénomène relativement diffus, il semble, a priori, que la densité de fissures 3 soit
une grandeur adaptée pour quantifier l’endommagement. Or, nous avons montrer
expérimentalement qu’il existe une dépendance de l’apparition des premières fis-
sures et de leur multiplication vis à vis de l’épaisseur de la couche fissurée. Ces ré-
sultats sont corroborés par de nombreux travaux, nous pouvons citer par exemple
ceux de REIFSNIDER [Reifsnider, 1977] ou de BADER, BAILEY, CURTIS et PARVIZI
3. On rappelle que la densité de fissures a été définie comme le nombre de fissures par unité de
longueur
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
[Bader et al., 1979]. Ces résultats remettent en question le choix de la densité de fis-
sures comme variable d’état. En effet, dans la mesure où cette grandeur dépend de
la géométrie (ici de l’épaisseur de la couche) de la structure, elle ne présente pas un
caractère intrinsèque au matériau. Afin de s’affranchir de l’effet d’épaisseur, nous
proposons d’utiliser la variable adimensionnalisée α comme variable d’état caracté-
ristique du niveau d’endommagement définie selon (EQ. 4.9).
α = e× d (4.9)
où e (mm) représente l’épaisseur de la couche fissurée et d (mm−1) la densité de
fissures.
Cette variable, initialement introduite dans leurs travaux par RENARD, FAVRE
et JEGGY [Renard et al., 1990], permet de s’affranchir de l’effet d’épaisseur du pli fis-
suré sur la variable d’endommagement (qui devient alors intrinsèque au matériau) et
ainsi de normaliser la loi d’évolution de l’endommagement. Ils observent une certaine
stabilité sur les courbes de chute de rigidité pour des séquences de type (0◦/90◦n)s, sol-
licitées en traction, en fonction de la variable α, que l’on ne retrouve pas si l’on trace
les mêmes courbes en fonction de la densité de fissures d (FIG. 4.7).
(a) (b)
FIGURE 4.7 - Évolution de la chute de rigidité transverse sur
les séquences (0◦/90◦n)s, (a) en fonction de d, (b) en fonction de
α [Renard et al., 1990].
Enfin, comme nous l’avons précisé précédemment, nous travaillons à température
constante, la seule variable observable est donc le tenseur de déformations ε≈.
Finalement, pour décrire l’état du matériau endommagé nous utiliserons une va-
riable d’état observable, le tenseur des déformations ε≈ dont la variable duale est
le tenseur des contraintes σ≈ et trois variables internes α, m et r dont les variables
duales sont respectivement A, M et R (TAB. 4.1).
Les variables internes qui décrivent la géométrie des fissures étant introduites,
nous pouvons établir la forme du vecteur V qui est une fonction des variables d’état
(EQ. 4.10) :
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
Phénomènes Variables d’état Variables associées
Élasticité ε≈ σ≈
Niveau de fissuration α A
Mode de sollicitation m M
Rayon d’ouverture des fissures r R
TABLE 4.1 - Variables d’état et les variables duales associées
nécessaires à la modélisation de l’endommagement.
V = V(α,m, r) (4.10)
L’analyse expérimentale montre que la direction des fissures, du fait de la pré-
sence des fibres, ne dépend pas de la densité de fissures. Afin de tenir compte de
cela nous décomposons le vecteur V en deux termes indépendants f et U respective-
ment caractéristiques du niveau d’endommagement et de la géométrie des fissures.
Le vecteur V s’écrit alors :
V = V(α,m, r) = f(α) ·U(m, r) (4.11)
Finalement, les composantes du vecteur V (VN et VT ) s’écrivent en fonction des
déplacements tangentiels UT (m, r) et normaux UT (m, r) des lèvres de fissures et d’une
fonction f(α) caractéristique du niveau d’endommagement :
VN (α,m, r) = f(α) · UN (m, r) (4.12)
VT (α,m, r) = f(α) · UT (m, r) (4.13)
Nous pouvons d’ores et déjà préciser que la fonction f doit être définie telle que
le vecteur V soit nul lorsque le matériau est vierge de tout endommagement, c’est-à-
dire :
f(α = 0) = 0 (4.14)
REMARQUE
Il convient de préciser que VN et VT (ou UN et UT ) ne sont pas des variables
d’état mais seulement des variables intermédiaires permettant de faciliter l’écri-
ture de la fonction d’état.
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
4.2.4 Potentiel thermodynamique et Théorie des Invariants
Dès lors que les variables d’état ont été définies, on peut postuler l’existence d’un
potentiel d’état ou potentiel thermodynamique. De la même manière que l’énergie
potentielle en mécanique, le potentiel thermodynamique décrit l’énergie stockée lo-
calement au sein du matériau. Il est minimal lorsque le système est en équilibre.
Ce potentiel étant une fonction des variables d’état, il est possible de déduire les dif-
férentes propriétés du milieu (loi de comportement par exemple) par dérivation par
rapport à chacune des variables.
Les quatre potentiels les plus couramment utilisés sont donnés dans le tableau
TAB. 4.2.
Potentiel thermodynamique Formule
Energie interne U
Energie libre de HELMHOLTZ F (ou ψ) = U − TS
Enthalpie H = U + PV
Enthalpie libre GIBBS G = U + PV − TS
TABLE 4.2 - Potentiels thermodynamique usuels, où S, T et V
désignent respectivement l’entropie, la température et la pres-
sion.
Dans le cas d’un matériau élastique endommageable, on utilise généralement
l’énergie libre de GIBBS ou de HELMHOLTZ. Le choix entre ces deux potentiels dé-
passe le cadre thermodynamique pour lequel ces deux approches sont équivalentes.
En revanche, dans la mesure ou le potentiel thermodynamique de HELMHOLTZ dé-
pend des déformations alors que celui de GIBBS est dépendant des contraintes, ce
choix induit des différences significatives dans le cadre de la Mécanique de l’endom-
magement. CHABOCHE [Chaboche, 1994] propose une comparaison de ces deux ap-
proches. Dans le cas de notre étude, l’energie libre de HELMHOLTZ, parce qu’elle dé-
pend des déformations, apparaît plus adaptée notamment pour traduire le caractère
unilatéral de l’endommagement.
Le potentiel énergie libre de HELMHOLTZ (ou spécifique) est une fonction des va-
riables d’état (observables et internes). Dans notre cas il sera de la forme :
ϕ = ϕ(ε≈,V(α,m, r)) = ϕ(ε≈, α,m, r) (4.15)
4.2.4.1 Loi de comportement et Théorie des Invariants
L’écriture de la loi de comportement d’un milieu continu, qui rappelons-le décrit
la réponse de son Volume Élémentaire Représentatif à une excitation, doit respec-
ter un certain nombre de critères. Elle est soumise, en particulier, à des conditions
de cohérence au regard des grands Principes de la Mécanique et de la Physique
[Thionnet and Martin, 2004]. Elle doit :
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
– être objective, ou plus précisément, vérifier le Principe d’Indifférence Ma-
térielle ;
Le Principe d’objectivité, également connu sous le nom de Principe d’Indif-
férence matérielle, postule que les propriétés d’un milieu matériel ne dé-
pendent pas du référentiel d’observation. Les relations traduisant les lois
de comportement doivent donc relier des grandeurs objectives à l’aide de
fonctions indépendantes du référentiel choisi pour étudier le mouvement.
– respecter l’anisotropie du milieu, c’est-à-dire respecter les invariances géo-
métriques de la micro-structure qu’elle modélise ;
La plupart des matériaux présente une anisotropie qui résulte d’une dis-
tribution particulière de éléments micro-structuraux (les fibres dans le cas
des matériaux composites). Toutefois, le matériau peut présenter des symé-
tries locales (isotropie transverse, orthotropie...). La formulation des rela-
tions constitutives doit prendre en compte et respecter ces symétries maté-
rielles qui traduisent l’arrangement de la matière.
– conduire à des processus thermodynamiquement admissibles, c’est-à-
dire être en accord avec le Second Principe de la Thermodynamique.
Ce type de loi est souvent difficile à formuler et pour des fonctions d’état choisies
polynomiales, la Théorie des Invariants nous aide alors à résoudre ce problème de
manière structurée et très générale. L’ouvrage de THIONNET, MARTIN et BARRADAS
[Thionnet et al., 2004], propose une démarche générale et systématique de l’utilisa-
tion de cette théorie, reprise dans [Thionnet and Martin, 2006], que l’on peut résumer
de la manière suivante :
A partir de la donnée de l’ensemble V des variables d’état et des éléments du
groupe S représentant les symétries matérielles du milieu considéré, la Théorie des
Invariants peut se résumer, de manière très succincte, en trois étapes :
1. construire une famille génératrice F d’invariants polynomiaux de V, à partir des
composantes des éléments de V et par application du théorème de NOETHER ;
2. construire le polynôme choisi le plus général, invariant sous l’action de S, à
partir des éléments de la famille génératrice introduite ci-dessus, en se fixant
des conditions sur les degrés partiel ou totaux ;
3. écrire l’objectivité du polynôme précédent afin de respecter le Principe d’Indif-
férence Matérielle. Cela revient à postuler que les coefficients du polynôme sont
des composantes de tenseurs.
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
4.2.4.2 Écriture du potentiel thermodynamique
Les variables d’état se résument ici au 2-tenseur symétrique des déformations ε≈
et aux vecteursV[i](α[i],m[i], r[i])(i=1,2,3) qui modélisent les trois types de fissures intra-
laminaires. Pour simplifier, nous faisons l’hypothèse que les trois types de fissures
sont indépendants. Cela se traduit mathématiquement par le fait que l’évolution de
V[i] est indépendante de l’évolution de V[j],j 6=i. On se limitera donc à l’ensemble des
variables d’état V = {V, ε≈}, le vecteur V représentant de manière quelconque un des
trois types de fissures. Toutes les composantes de V sont exprimées dans un repère
orthonormé direct (x1,x2,x3) :
V =
 V1V2
V3
 ε≈ =
 ε11 ε12 ε13ε12 ε22 ε23
ε13 ε23 ε33
 (4.16)
Dans le cas d’un composite unidirectionnel à fibres longues, en présence des trois
types de fissures, les transformations qui laissent invariante la géométrie du milieu
sont l’identité I≈ et son opposée Iˆ≈, les rotations R≈1
, R≈2
et R≈3
et les symétries D≈ 1
, D≈ 2
et D≈ 3
. L’ensemble de ces transformations forment le groupe S8
S8 =
{
I≈, Iˆ≈,R≈1
,R≈2
,R≈3
,D≈ 1
,D≈ 2
,D≈ 3
}
(4.17)
I≈ =
 1 0 00 1 0
0 0 1
 Iˆ≈ =
 −1 0 00 −1 0
0 0 −1
 (4.18)
R≈1
=
 −1 0 00 +1 0
0 0 +1
 R≈2 =
 1 0 00 −1 0
0 0 1
 R≈3 =
 1 0 00 1 0
0 0 −1
 (4.19)
D≈ 1
=
 1 0 00 −1 0
0 0 −1
 D≈ 2 =
 −1 0 00 1 0
0 0 −1
 D≈ 3 =
 −1 0 00 −1 0
0 0 1
 (4.20)
Pour des raisons liées à des considérations physiques, on souhaite écrire la fonc-
tion énergie libre comme un polynôme invariant sous S8 de degré partiel 0 ou 2 par
rapport aux composantes de ε≈ et V. L’application de la Théorie des Invariants nous
conduit à écrire l’énergie libre sous la forme (EQ. (4.21)) où P20, P02 et P22 sont les
polynômes les plus généraux répondant aux impératifs que l’on s’est fixés. Le détail
de tous les calculs présentés ici est disponible en annexe B.
ϕ(ε≈,V) = P20(ε≈) + P02(V) + P22(ε≈,V) (4.21)
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
L’application de la troisième étape de la démarche présentée précédemment per-
met de formuler P20, P02 et P22 à partir de coefficients tensoriels assurant ainsi l’ob-
jectivité de la loi. Ainsi, on peut exprimer P20 en fonction du C≈
0 caractérisant la
rigidité du matériau sain d’endommagement, et P22 en fonction de trois tenseurs de
comportement C≈
N , C≈
T et C≈
NT décrivant les chutes de rigidité dues aux différents
mode de fissuration. Par ailleurs, P02 s’annule si l’on considère qu’aucune énergie
n’est stockée lorsque les fissures sont fermées. Ce qui implique de supposer qu’au-
cune inclusion n’empêche les fissures de se refermer. L’énergie libre peut donc s’écrire
sous la forme :
ϕ(ε≈,V) = ϕ
0(ε≈) + ϕ
N (ε≈, VN ) + ϕ
T (ε≈, VT ) + ϕ
NT (ε≈, VN , VT ) (4.22)
où les polynômes ϕ0, ϕN , ϕT et ϕNT sont de la forme suivante :
ϕ0(ε≈) = A1ε
2
11 +A2ε11ε22 +A3ε11ε33 +A4ε
2
22 +A5ε22ε33
+ A6ε
2
23 +A7ε
2
33 +A8ε
2
12 +A9ε
2
13
= F0(ε≈)
(4.23)
ϕN (ε≈, VN ) = (B1ε
2
11 +B2ε11ε22 +B3ε11ε33 +B4ε
2
22 +B5ε22ε33
+ B6ε
2
23 +B7ε
2
33 +B8ε
2
12 +B9ε
2
13)V
2
N
= FN (ε≈)V
2
T = FN (ε≈)f
2(α)U2N (m, r)
(4.24)
ϕT (ε≈, VT ) = (C1ε
2
11 + C2ε11ε22 + C3ε11ε33 + C4ε
2
22 + C5ε22ε33
+ C6ε
2
23 + C7ε
2
33 + C8ε
2
12 + C9ε
2
13)V
2
T
= FT (ε≈)V
2
T = FT (ε)f
2(α)U2T (m, r)
(4.25)
ϕNT (ε≈, NN , VT ) = (D1ε11ε12 +D2ε11ε33 +D3ε33ε12 +D4ε13ε23)VNVT
= FNT (ε≈)VNVT = FNT (ε≈)f
2(α)UN (m, r)UT (m, r)
(4.26)
Finalement, dans le cadre de l’élasticité endommageable, le potentiel thermody-
namique (l’énergie libre) s’écrit sous la forme :
ϕ((ε≈),V(α,m, r)) =
1
2
(ε≈) : C≈(α,m, r) : (ε≈) (4.27)
C≈(α,m, r) = C≈
0 − f2(α)C≈d(m, r) (4.28)
C≈d
(m, r) = C≈
NU2N (m, r) . . .
· · ·+ C≈
TU2T (m, r) . . .
· · ·+ C≈
NTUN (m, r)UT (m, r)
(4.29)
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
Avec :
C≈
0 =

2A1 A2 A3 0 0 0
A2 2A4 A5 0 0 0
A3 A5 2A7 0 0 0
0 0 0 2A6 0 0
0 0 0 0 2A8 0
0 0 0 0 0 2A9

C≈
N =

2B1 B2 B3 0 0 0
B2 2B4 B5 0 0 0
B3 B5 2B7 0 0 0
0 0 0 2B6 0 0
0 0 0 0 2B8 0
0 0 0 0 0 2B9

(4.30)
C≈
T =

2C1 C2 C3 0 0 0
C2 2C4 C5 0 0 0
C3 C5 2C7 0 0 0
0 0 0 2C6 0 0
0 0 0 0 2C8 0
0 0 0 0 0 2C9

C≈
NT =

0 0 0 0 0 D1
0 0 0 0 0 D2
0 0 0 0 0 D3
0 0 0 0 D4 0
0 0 0 D4 0 0
D1 D2 D3 0 0 0

(4.31)
4.2.4.3 Explicitation des tenseurs de chute de rigidité
Le tenseur C≈
N représente la chute de rigidité due à la composante VN du vec-
teur V caractérisant l’endommagement lorsque les fissures sont ouvertes mais non
cisaillées. Dans ce cas, l’apparition des fissures est due exclusivement à ε22, ainsi on
a B6 = B8 = B9 = 0.
Le tenseur C≈
T représente la chute de rigidité due à la composante VN du vecteur
V caractérisant l’endommagement lorsque les fissures sont cisaillées mais non ou-
vertes. Dans ce cas, l’apparition des fissures est due exclusivement à ε12, ainsi on a
C1 = C2 = C3 = C4 = C5 = C7 = 0.
Enfin, le tenseur C≈
NT représente la chute de rigidité due au couplage des effets
des composantes VN et VT .
Finalement, le tenseur de comportement s’écrit :
C≈ = C≈
0 − f2(α)×

2B1U
2
N B2U
2
N B3U
2
N 0 0 D1U
2
N
B2U
2
N 2B4U
2
N B5U
2
N 0 0 D2U
2
N
B3U
2
N B5U
2
N 2B7U
2
N 0 0 D3U
2
N
0 0 0 2C6U
2
T D4U
2
N 0
0 0 0 D4U
2
N 2C8U
2
T 0
D1U
2
N D2U
2
N D3U
2
N 0 0 2C9U
2
T

(4.32)
Il apparaît clairement (EQ. 4.32) que la perte de raideur due au couplage des
effets des composantes normales et tangentielles se traduit par la perte d’orthotropie
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
au profit de la monoclinicité. Dans le cas de notre matériau, nous faisons l’hypothèse
que ces effets sont négligeables. Nous prendrons donc le tenseur CNT nul.
Afin de mettre en évidence comment se traduit le caractère unilatéral de l’en-
dommagement, on simule la fermeture des fissures. En d’autres termes, on évalue
la relation précédente pour m = 2, pour cela on applique la relation (4.40). Ainsi, la
relation (4.33) devient :
C˜˜ = C˜˜0 − f2(α)×

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 2C6U
2
T 0 0
0 0 0 0 2C8U
2
T 0
0 0 0 0 0 2C9U
2
T

(4.33)
Conformément aux observations expérimentales, on constate que les composantes
liées aux effets de traction/compression se restaurent alors que celles liées au cisaille-
ment restent dégradées.
4.2.4.4 Explicitation de la fonction f(α)
f(α) est la fonction de lissage des chutes de rigidité en fonction de l’endommage-
ment α. Nous définissons f selon (EQ. 4.34).
f2(α) =
α
1 + α
(4.34)
La fonction f(α) est construite de telle sorte que :
– lorsque le matériau est sain (vierge de tout endommagement), il n’y a pas de
chutes de rigidité on retrouve bien f(α = 0) = 0 ;
– elle est croissante : plus le matériau est endommagé plus la chute de rigidité
est importante.
4.2.4.5 Explicitation des fonctions m et r
Deux solutions sont possibles pour identifier les fonctions m(ε, α) et r(ε, α) :
– soit on a accès à une description et une identification microscopique des fonc-
tions saut de déplacement UN et UT au niveau des lèvres de fissures. On est
alors capable de calculer m(ε, α) et r(ε, α) par une procédure multi-échelles ;
– soit on ne connait pas les fonctions saut de déplacement. On est alors incapable
de calculer m(ε, α) et r(ε, α) par une approche micro-macro. C’est dans cette
dernière situation que ce situe notre étude. Les identifications de m(ε, α) et
r(ε, α) doivent être faites au niveau mésoscopique.
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
L’identification des fonctions m et r est fondée sur le sens que l’on souhaite donner
à ces quantités. En outre, nous considérons ces variables comme des fonctions décri-
vant respectivement le mode et le rayon d’ouverture des fissures. Plus précisément,
m est une fonction continue à valeurs dans [1; 2] construite de sorte que :
– m = 1 lorsque la sollicitation est telle qu’elle n’induit aucun un saut de dépla-
cement tangentiel ;
– m = 2 lorsque la sollicitation est telle qu’elle n’induit aucun saut de déplace-
ment normal nul ;
– m ∈ ]1; 2[ dans toutes les configurations mixtes.
r est une fonction continue et positive ou nulle représentative de l’écart entre les
lèvres de fissures.
Les quelques remarques suivantes nous permettront de simplifier l’identification
des fonctions m et r :
– la frontière entre les états de traction et de compression est ε22 = 0 pour les
fissures de type 1, ε11 = 0 pour les fissures de type 2 et ε33 = 0 pour les fissures
de type 3 ;
– la rupture en mode 1 est due exclusivement à ε22 pour les fissures de type 1, ε11
pour les fissures de type 2 et ε33 pour les fissures de type 3 ;
– la rupture en mode 2 est due exclusivement à ε12 pour les fissures de types 1 et
2 et ε13 pour les fissures de type 3.
De plus, nous faisons l’hypothèse que la déformation ε22 n’a pas d’influence sur
l’apparition des fissures de types 2 et 3, la déformation ε11 n’a pas d’influence sur
l’apparition des fissures de types 1 et 3 et enfin, la déformation ε33 n’a pas d’influence
sur l’apparition des fissures de type 1 et 2.
Ainsi, compte-tenu de ces remarques, les fonctions m((ε, α)) et r(ε, α) sont écrites
en s’inspirant d’un critère classique d’apparition de première fissure. Elles sont prises
sous les formes (EQ. 4.35, 4.36 et 4.37). Les quantités εR11 et εR22 représentent les défor-
mations à rupture en traction et les quantités εR12 et εR13 représentent les déformations
à rupture en cisaillement.
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4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
– pour les fissures de type 1 :

si ε22 > 0, m1 =
(
ε22
εR22
)2
+ 2
(
ε12
εR12
)2
(
ε22
εR22
)2
+
(
ε12
εR12
)2 sinon m1 = 2
si ε22 > 0, r1 =
√
ε222 + ε
2
12 sinon r1 =
√
ε212
(4.35)
– pour les fissures de type 2 :

si ε11 > 0, m2 =
(
ε11
εR11
)2
+ 2
(
ε12
εR12
)2
(
ε11
εR11
)2
+
(
ε12
εR12
)2 sinon m2 = 2
si ε11 > 0, r1 =
√
ε211 + ε
2
12 sinon r2 =
√
ε212
(4.36)
– pour les fissures de type 3 :

si ε33 > 0, m3 =
(
ε33
εR33
)2
+ 2
(
ε13
εR13
)2
(
ε33
εR33
)2
+
(
ε13
εR12
)2 sinon m3 = 2
si ε33 > 0, r3 =
√
ε233 + ε
2
13 sinon r3 =
√
ε213
(4.37)
4.2.4.6 Explicitation des sauts de déplacements UN et UT
Dans le cas d’un état de déformation nulle et dans le but d’assurer la continuité du
tenseur de comportement lors du passage de l’état de traction à l’état de compression,
les sauts de déplacement UN et UT doivent respecter les relations (4.38) et (4.39).
∀m, UN (m, r = 0) = 0 (4.38)
∀m, UT (m, r = 0) = 0 (4.39)
De plus, lorsqu’une fissure est ouverte en mode 1 ou en mode 2, le vecteur mo-
délisant l’endommagement ne doit posséder qu’une seule composante (normale ou
tangentielle). En mode mixte le vecteur retrouve évidement ses deux composantes
non-nulles. Cela impose donc les relations (4.40) et (4.41).
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
∀r, UN (m = 2, r) = 0 (4.40)
∀r, UT (m = 1, r) = 0 (4.41)
Dans le but de simplifier l’identification des sauts de déplacements, on souhaite,
sur la base de considérations physiques, limiter l’influence des variables m et r. En
particulier, THIONNET et RENARD [Thionnet and Renard, 1993] montrent, par un
calcul d’homogénéisation sur une cellule fissurée, que le comportement du milieu
fissuré ne doit pas dépendre de l’amplitude des contraintes. Aussi, afin de garantir
une restauration progressive des propriétés du matériau au passage de la frontière
entre les états de traction et de compression, on utilise une forme exponentielle avec
un paramètre d’atténuation x conduisant aux relations (4.42) et (4.43).
UN (m, r) = hN (m)j(r) = (1− ex(2−m))(1− e−xr) (4.42)
UT (m, r) = hT (m)j(r) = (1− ex(1−m))(1− e−xr) (4.43)
L’ensemble des termes nécessaires à l’écriture du tenseur de comportement sont
maintenant explicités. Ce dernier s’écrit finalement (EQ. 4.44) :
C≈ = C≈
0 − f2(α)(1− e−xr) . . .
. . . ×

2B1U
2
N .h
2
N B2U
2
N .h
2
N B3U
2
N .h
2
N 0 0 0
B2U
2
N .h
2
N 2B4U
2
N .h
2
N B5U
2
N .h
2
N 0 0 0
B3U
2
N .h
2
N B5U
2
N .h
2
N 2B7U
2
N .h
2
N 0 0 0
0 0 0 2C6U
2
T .h
2
T 0 0
0 0 0 0 2C8U
2
T .h
2
T 0
0 0 0 0 0 2C9U
2
T .h
2
T

(4.44)
On retrouve bien (EQ. 4.44), à l’exception du cas où l’état de déformation est nul,
que le comportement dépend de l’orientation du tenseur des contraintes (ici de la va-
riable m au travers les fonctions hN (m) et hT (m)) et quasiment pas de son amplitude
(c’est à dire de r).
4.2.5 Écriture des lois d’état
Le potentiel thermodynamique ϕ(ε≈, V ) = ψ(ε≈, α,m, r) est une fonction d’état des
variables d’état ε≈, α, m et r dont les variables duales sont respectivement σ≈, A, M et
R. Cela nous permet d’écrire :
dψ =
∂ψ
∂ε≈
dε≈+
∂ψ
∂α
dα+
∂ψ
∂m
dm+
∂ψ
∂r
dr = σ≈dε≈+Adα+Mdm+Rdr (4.45)
Les lois d’état s’obtiennent en identifiant terme à terme l’égalité (4.45) :
Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites 145
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
4. Une modélisation du matériau unidirectionnel
σ≈ =
∂ψ(ε≈, α,m, r)
∂ε≈
= C≈(α,m, r) : ε≈ (4.46)
A(ε≈, α,m, r) =
∂ψ(ε≈, α,m, r)
∂α
=
1
2
ε≈ :
[
−∂f
2(α)
∂α
Cd≈
(m, r)
]
: ε≈ (4.47)
M(ε≈, α,m, r) =
∂ψ(ε≈, α,m, r)
∂m
(4.48)
R(ε≈, α,m, r) =
∂ψ(ε≈, α,m, r)
∂r
(4.49)
Nous avons fait l’hypothèse que lorsque les fissures sont fermées il n’y a pas de
frottement entre leurs lèvres. Les variables m et r ne sont donc pas dissipatives, ce
qui se traduit par M = 0 et R = 0. Enfin, l’application du théorème des fonctions
implicites conduit à écrire que m = m(ε≈, α) et r = r(ε≈, α).
4.2.6 Lois complémentaires et évolution de l’endommagement
La loi d’évolution de l’endommagement doit respecter le second principe de la
thermodynamique qui se traduit par l’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM (4.50) :
σ≈ : ε˙≈− ψ˙ ≥ 0 (4.50)
Par ailleurs, l’équation (4.45), nous permet d’écrire :
ψ˙ = σ≈ : ε˙≈+Aα˙+Mm˙+Rr˙ (4.51)
L’endommagement est un phénomène irréversible (une fissure apparue ne peut
disparaître) ce qui implique que α˙ ≥ 0. L’inégalité fondamentale s’écrit alors :
−A(ε≈, α,m, r)α˙−M(ε≈, α,m, r)m˙−R(ε≈, α,m, r)r˙ ≥ 0 ∀α˙ ≥ 0,∀m˙,∀r˙ (4.52)
Enfin, comme nous l’avons vu précédemment, M ε≈, α,m, r) = 0 et M(ε≈, α,m, r) =
0. Finalement, l’inégalité de CLAUSIUS-DUHEM se réduit à :
−A(ε≈, α,m, r)α˙ ≥ 0 ∀α˙ ≥ 0 (4.53)
L’inégalité (4.53) traduit le caractère irréversible de l’endommagement. En effet,
elle impose que :
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4.2 Description du modèle de comportement retenu
– si A(ε≈, α,m, r) > 0 alors
dα
dt
= 0 , l’endommagement ne peut décroître, il reste
donc stable ;
– si A(ε≈, α,m, r) ≤ 0 alors
dα
dt
≥ 0 , le phénomène de fissuration peut se produire ;
Le phénomène d’endommagement étant indépendant du temps (il faut entendre
par là que l’on fait l’hypothèse qu’il n’y a pas de viscosité), on peut écrire la loi d’évo-
lution de la variable d’endommagement α à l’aide d’une loi seuil qui utilise un critère
convexe tel que pour c(ε≈, α,m, r) ≤ 0 le matériau ne subit pas d’endommagement. On
définit le critère suivant (4.54) :
c(ε≈, α,m, r) = A
c(α,m, r)−A(ε≈, α,m, r) ≤ 0 (4.54)
où Ac(α,m, r) représente la fonction seuil d’endommagement qui est une propriété
du matériau et qui doit donc être identifiée. La dépendance du seuil d’endommage-
ment Ac(α,m, r) des variables m et r permet de tenir compte du fait que l’énergie
nécessaire pour créer une fissure dépend du mode de chargement.
On déduit alors la loi d’évolution en écrivant que l’on est et que l’on reste sur le
seuil lors de la phase d’endommagement (l’hypothèse de consistance) :
c(ε≈, α,m, r) = A
c −A = 0 (4.55)
dc(ε≈, α,m, r) = dA
c − dA = 0 (4.56)
On peut alors écrire :
dA =
∂A
∂ε≈
dε≈+
∂A
∂α
dα+
∂A
∂m
dm+
∂A
∂r
dr (4.57)
dAc =
∂Ac
∂α
dα+
∂Ac
∂m
dm+
∂Ac
∂r
dr (4.58)
On rappelle que :
A(ε≈, α,m, r) =
∂ψ
∂α
(4.59)
En remplaçant (4.59) dans (4.57) on obtient :
dA(ε≈, α,m, r) =
∂2ψ
∂ε≈∂α
dε≈+
∂2ψ
∂α2
dα+
∂2ψ
∂α∂m
dm+
∂2ψ
∂α∂r
dr (4.60)
En injectant (4.60) et (4.58) dans (4.56), on a :
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∂Ac
∂α
dα+
∂Ac
∂m
dm+
∂Ac
∂r
dr −
 ∂2ψ
∂ε≈∂α
dε≈+
∂2ψ
∂α2
dα+
∂2ψ
∂α∂m
dm+
∂2ψ
∂α∂r
dr
 = 0
⇔
(
∂Ac
∂α
− ∂
2ψ
∂α2
)
dα+
(
∂Ac
∂m
− ∂
2ψ
∂α∂m
)
dm+
(
∂Ac
∂r
− ∂
2ψ
∂α∂r
)
dr − ∂
2ψ
∂ε≈∂α
dε≈ = 0
Finalement, l’accroissement du paramètre d’endommagement s’exprime en fonc-
tion de l’accroissement des déformations locales de la couche fissurée et des accrois-
sements de m et r. La loi d’évolution de la variable d’endommagement α s’écrit alors
sous la forme (EQ. 4.61) :
dα = −
∂2ψ
∂ε≈∂α
dε≈+
(
∂Ac
∂m
− ∂
2ψ
∂α∂m
)
dm+
(
∂Ac
∂r
− ∂
2ψ
∂α∂r
)
dr
∂2ψ
∂α2
− ∂A
c
∂α
(4.61)
Sans plus de détails pour l’instant, on précise que la fonction seuil Ac(α,m) est
prise sous la forme (EQ. 4.62) :
Ac(α,m) = −b(m) exp
ln
[
− ln
(
1− α
c(m)
)]
a(m) (4.62)
Où les coefficients a(m), b(m) et c(m) sont intrinsèques au matériau, c’est à dire,
entre autres, indépendant de l’épaisseur de la couche fissurée et de son orientation
dans la structure. La dépendance du seuil d’endommagement vis-à-vis des variables
m et r au travers des trois coefficients a, b, c prend en compte le fait que l’énergie
requise pour créer une fissure dépend du mode de sollicitation. Nous supposerons
dans cette étude que l’influence de r est négligeable par rapport à celle de m sur
l’évolution de l’endommagement. Nous verrons dans la suite comment identifier cette
fonction seuil et quels sont les essais nécessaires à son identification.
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4.3 Conclusion
4.3 Conclusion
L’objectif de chapitre était de proposer une modélisation de l’endommagement du
matériau unidirectionnel par fissuration intra-laminaire lorsque celle-ci se développe
aussi bien lorsque le matériau est soumis à un chargement quasi-statique qu’un char-
gement de fatigue. Le développement d’un tel modèle passe par plusieurs étapes.
Dans un premier temps, nous nous sommes attachés à décrire et fixer un cadre à
notre modélisation nous permettant de définir clairement le choix des variables dé-
crivant le processus physique de dégradation. Plus particulièrement, l’analyse des ré-
sultats expérimentaux nous a montré que l’utilisation de la variable α (définie comme
la produit de la densité de fissures dans le plis considéré par l’épaisseur de ce der-
nier) s’y prête particulièrement bien dans la mesure ou elle permet de s’affranchir de
l’effet d’épaisseur. Enfin l’introduction des deux autres variables m mode et r rayon
d’ouverture permettent de rendre compte l’influence du mode de sollicitation des fis-
sures.
La description du phénomène d’endommagement se fait via une approche méso-
scopique (écrite à l’échelle du pli) qui permet d’écrire une loi d’évolution de la fissura-
tion sur le pli homogène équivalent. L’apparition et la propagation des fissures étant
supposées quasi-instantanées, l’évolution de la fissuration est caractérisée, non pas
par la propagation des fissures, mais par la multiplication de ces dernières.
Le chapitre suivant présente le cas de la fatigue.
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Chapitre 5
Une loi d’évolution en fatigue
Dans ce chapitre, nous commencerons par décrire le cadre et
le fonctionnement du modèle de fatigue. Ensuite, nous ver-
rons qu’un calcul de structure en fatigue nécessite l’utilisa-
tion d’une stratégie particulière que nous décrirons. Enfin,
nous présenterons notre modèle de fatigue.
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5.1 Cadre et fonctionnement du modèle de fatigue
Le problème de la fatigue réside dans le fait qu’elle est avant tout un concept
structural plutôt que local. Ainsi, si l’on s’assure de la rigoureuse périodicité des sol-
licitations périodiques appliquées à la structure, et donc l’existence de la notion d’un
compteur « nombre de cycles », rien n’assure cela au niveau local.
Pour s’affranchir de cette difficulté, on suppose en premier lieu que toutes les
sollicitations qui seront appliquées aux structures que nous étudierons, auront des
fréquences identiques. Ensuite, et cela est une conséquence induite par le type de
comportement du modèle utilisé : en raison du fait que le modèle est élastique (non
linéaire), la notion de cycle structural, se transmets sans distorsion au niveau local.
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5. Une loi d’évolution en fatigue
Cela légitime donc le fait de pouvoir écrire et utiliser une loi de fatigue où figure
une partie de l’évolution de la variable écrite avec l’incrément « dN » de nombre de
cycles.
Il subsiste toutefois une autre difficulté : la redistribution des champs de contraintes
ou déformations (la variable pilote du phénomène) empêche a priori que localement,
cette variable pilote soit rigoureusement périodique.
Pour cette raison, on va lui substituer une variable que l’on qualifiera d’approchée,
que l’on imposera rigoureusement périodique et pour laquelle on vérifiera régulière-
ment, au cours de l’intégration de la loi, si cette variable pilote approchée reste proche
au sens d’un critère de la variable pilote « réelle ».
Définition - Composantes approchées en fatigue de la variable « pilote ».
La composante Q˜∗ij(M, t) est une composante approchée (au point M , sur l’inter-
valle I) de la composante Q∗ij(M, t), au sens du critère c(Q
∗
ij , Q˜
∗
ij ,M), si le critère est
tel que c(Q∗ij , Q˜∗ij ,M) ≤ Cmax (cmax étant un nombre réel positif donné). Le critère
c(Q∗ij , Q˜∗ij ,M) peut prendre par exemple la forme suivante :
c(Q∗ij , Q˜∗ij ,M) =
∫ tb
ta
∣∣∣Q∗ij(M, t)− Q˜∗ij(M, t)∣∣∣ dt∫ tb
ta
∣∣Q∗ij(M, t)∣∣ dt (5.1)
t
V (t)
Q∗ij(M, t)
Q˜∗ij(M, t)
FIGURE 5.1 - Composantes approchées actives en fatigue de
la variable « pilote »
Ensuite, parce qu’un calcul de structure en fatigue conduit rapidement à des
temps de calculs importants, il devient nécessaire de développer une stratégie de cal-
cul qui permette de réduire les temps de calculs sans pour autant dégrader la qualité
de la prédiction.
Aussi, afin de se préserver des problèmes de redistribution de contraintes (défor-
mations) évoqués ci-dessus et de limiter les temps de calculs, on met en place une
stratégie que l’on développe dans la suite de ce chapitre.
5.2 Stratégie de calcul de structure en fatigue
Dans le but de pouvoir valider notre modèle de fatigue il est important de pouvoir
l’appliquer au cas d’une structure. Pour cela il est nécessaire de l’implémenter, dans
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5.2 Stratégie de calcul de structure en fatigue
un modèle éléments finis. Comme nous avons pu l’expliquer précédemment, dans le
cas d’un problème de fatigue, nous sommes confrontés à deux problématiques a priori
contradictoires :
1. simuler le comportement de la structure étudiée avec une précision suffisante
pour pouvoir prédire correctement l’apparition de l’endommagement et son évo-
lution et les redistributions de contraintes que cela entraine ;
2. résoudre un calcul de structure en fatigue dans des délais raisonnables.
Afin de satisfaire ces deux exigences nous avons choisi d’adopter une approche de
type « saut de cycles ».
5.2.1 Principe
Un calcul par éléments finis d’une structure soumise à un cycle de sollicitation
nécessite généralement un nombre important d’itérations. Aussi, nous l’avons vu, si-
muler tous les cycles d’une structure sollicitée en fatigue n’est, dans la majorité des
cas, pas réalisable dans des délais de temps raisonnable. Il est alors nécessaire de
développer des méthodes qui permettent d’accélérer les analyses par éléments finis.
Ainsi, des approches numériques ont été développées afin d’alléger les simulations
en utilisant le concept de saut de cycles qui consiste à ne modéliser que certains
cycles de la sollicitation. Ainsi, [Boisse et al., 1990] proposent une approche dite à
« grand incrément de temps » qui consiste à séparer les équations du problèmes en
deux groupes : les équations de comportement locales non-linéaires et les équations
d’équilibres global considérées comme linéaires. FISH et YU [Fish and Yu, 2002] ont
développé une méthode dans laquelle ils utilisent deux échelles de temps : une échelle
micro-chronologique qui correspond au comportement cyclique et une échelle macro-
chronologique qui correspond au comportement global de la structure. KIEWEL, AKTAA
et MUNZ [Kiewel and Aktaa, 2000] ont développé une approche qui vise à extrapoler
la valeur des variables internes sur un certains nombre de cycles. Les extrapola-
tions sont basées sur l’utilisation de fonctions spline développées en chaque point
de Gauss du modèle par éléments finis. L’approche de VAN PAEPEGEM et DEGRIEK
[Van Paepegem and Degriek, 2001] est basée sur une extrapolation de la variable
d’endommagement utilisant ne formule d’intégration explicite d’Euler. Le pas d’in-
tégration est calculé automatiquement. Nous reviendrons sur cette approche dans la
suite.
Il est clair qu’il est impossible de procéder au calcul par élément finis sur la
structure complète pour chaque cycle de la sollicitation de fatigue. Notre stratégie
consiste donc à coupler notre modèle éléments finis, qui permet d’évaluer les champs
de contraintes (déformations) locaux pour certains cycles judicieusement choisis, à
un post-traitement externe qui permet d’évaluer l’évolution de l’endommagement.
Remarque importante - Notons que le grand intérêt de cette méthode est qu’elle
est totalement indépendante du modèle de comportement utilisé.
Ainsi, la stratégie consiste dans un premier temps à réaliser un calcul par élé-
ments finis en quasi-statique sur la structure complète. Ce calcul permet d’évaluer
l’état de contrainte (déformation) local à l’issue de la première montée en charge de
Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites 153
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
5. Une loi d’évolution en fatigue
la sollicitation de fatigue. Le comportement est de type élastique endommageable,
la loi de comportement est décrite dans le chapitre précédent (CHAP. 4 §4.2). On
connait alors l’état de contrainte (déformation) en chaque point d’intégration. Dans
un deuxième temps, la loi d’évolution de l’endommagement en fatigue est intégrée en
chaque point de Gauss via un post-traitement externe développé en Fortran. Nous
reviendrons dans la suite sur l’évaluation du pas d’intégration ∆N . A l’issue de l’in-
tégration de la loi d’évolution, on dispose en chaque point de Gauss de l’état d’en-
dommagement au cycle ∆N + 1. Un second calcul par élément finis sur la struc-
ture complète permet de réévaluer l’état de contrainte ansi que les redistributions de
contraintes. L’algorithme complet est présenté FIG. 5.6.
A ce stade il est important d’évaluer le pas d’intégration ∆N de la loi d’évolu-
tion. En effet, l’augmentation de l’endommagement entraîne une redistribution des
contraintes qu’il est très difficile de prévoir notamment dans le cas d’un état de
contrainte multiaxial. Deux possibilités se présentent alors à nous pour estimer la
valeur optimale de ∆N :
– La première méthode consiste à fixer arbitrairement un pas ∆N , intégrer la loi
d’évolution et effectuer un nouveau calcul par éléments finis sur la structure et
vérifier que les redistributions de contraintes (déformations) sont acceptables
en se fixant un critère qui peut être de la forme suivante :
c(ε(N1), ε(N2), N) =
∫ Tij(M)
0
|ε(N1, t,M)− ε(N2, t,M)|∫ Tij(M)
0
|ε(N2, t,M)|
dt− cmax ≤ 0 (5.2)
Cette méthode à l’avantage d’être relativement simple, en revanche elle re-
quiert un nombre conséquent d’itérations et donc beaucoup de temps de calcul
ce qui n’est pas acceptable. Nous avons donc choisi une deuxième stratégie qui
est présentée dans ce qui suit.
– La seconde stratégie consiste à utiliser l’approche de type saut de cycles propo-
sée par VAN PAEPEGEM et DEGRIEK [Van Paepegem and Degriek, 2001]. Dans
l’approche qu’ils proposent le saut de cycles ∆N n’est pas fixé à l’avance mais il
est calculé de manière automatique. La méthode est décrite dans ce qui suit.
FIGURE 5.2 - Principe de la méthode des sauts de cyles
[Van Paepegem and Degriek, 2001]
Le principe consiste à imposer un incrément d’endommagement (dans notre cas,
un incrément de la variable α) et d’évaluer le saut de cycle local ∆Nloc en chaque point
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5.2 Stratégie de calcul de structure en fatigue
de Gauss correspondant à cet incrément d’endommagement. Pour cela, une méthode
simple consiste à utiliser une intégration explicite d’Euler (EQ. 5.3).
αN+∆N = αN + ∆Nloc
dα
dN
∣∣∣∣
N
(5.3)
Ainsi, pour calculer la valeur du saut de cycles local ∆Nloc, on choisi d’imposer
une variation de l’endommagement correspondant à 1% de la valeur à saturation.
On appellera cette variation le paramètre d’extrapolation P . Il est choisi de manière
empirique sur la base des résultats expérimentaux.
∆Nloc
∆α
N
α
FIGURE 5.3 - Calcul des sauts de cycle locaux ∆Nloc
La valeur du saut de cycle est alors donnée par :
∆Nloc =
αN+∆N − αN
dα
dN
∣∣∣∣
N
=
(P − 1)αN
dα
dN
∣∣∣∣
N
(5.4)
Dès lors, on dispose d’une valeur de saut de cycle local ∆Nloc en chaque point de
Gauss.
Remarque - Dans une structure, l’état de contrainte n’est en général pas uni-
forme. Dans le cas de la plaque trouée que nous étudions ici, le trou joue un rôle de
concentrateur de contrainte et, nous l’avons vu, favorise l’apparition de l’endomma-
gement. Aussi, la valeur du saut de cycle ∆Nloc calculée en chaque point de Gauss
va varier en fonction de sa position dans la structure. En effet, dans les zones éloi-
gnées du trou, les niveaux de contraintes sont plus faibles et les redistributions de
contraintes seront moins importantes. Ainsi, l’extrapolation de l’évolution de l’en-
dommagement pourra se faire su un plus grand nombre de cycle. En revanche, dans
les zones à fort niveau de contrainte (proches du trou), l’endommagement croit plus
rapidement et les contraintes se redistribuent. Aussi, afin de ne pas dégrader la qua-
lité de la prédiction, il est nécessaire de réduire la valeur du saut de cycles ∆Nloc.
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5. Une loi d’évolution en fatigue
Cependant, il est important de comprendre que la valeur du saut de cycle doit
être unique pour toute la structure. En effet, chaque cycle et donc chaque saut de
cycle ∆Nloc représente un intervalle de temps. Or, si le saut de cycle est différent
pour chaque point d’intégration, le calcul par éléments finis effectué sur la structure
complète n’a plus aucun sens dans la mesure où cela reviendrait à simuler le compor-
tement à des instants différents pour chaque points de Gauss.
Au regard de ce qui vient d’être présenté, il apparait clairement qu’il est néces-
saire de déterminer un saut de cycle ∆N global et unique pour toute la structure.
Une méthode simple consiste à choisir le minimum des sauts de cycles locaux comme
saut de cycle global ∆N . Cependant cette solution peut rapidement conduire à de
faibles sauts de cycles dans la mesure où il suffit d’un point de Gauss présentant une
augmentation importante de l’endommagement pour réduire le pas d’intégration et
donc conduire à un ralentissement du calcul. Pour éviter cela nous avons choisi la mé-
thode proposée par VAN PAEPEGEM et DEGRIEK [Van Paepegem and Degriek, 2001]
que nous décrivons dans ce qui suit.
Connaissant le saut de cycles local en chaque point de Gauss ∆Nloc, on calcule la
distribution des fréquences relatives de chaque saut. Pour cela, on définit des inter-
valles de n cycles, où n représente la longueur des intervalles. La fréquence relative
est définie comme le nombre de valeurs ∆Nloc comprises dans chaque intervalle di-
visé par le nombre total de points de Gauss (FIG. 5.4).
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FIGURE 5.4 - Distribution des fréquences relatives
On calcule ensuite la distribution des fréquences relatives cumulées croissantes
(FIG. 5.5). Le saut de cycle global sur la structure est alors pris comme l’abscisse
pour laquelle la distribution statistique cumulée des saut de cycles locaux atteint un
certain pourcentage qui est défini de façon empirique par l’utilisateur.
Remarque - Suivant cette méthode, certains points de Gauss se verrons appli-
quer un saut de cycle ∆N supérieur au saut de cycle local ∆Nloc calculé. Cependant,
ces points sont supposés être déjà sévèrement endommagés voire même déjà saturés.
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5.2 Stratégie de calcul de structure en fatigue
Ainsi l’erreur commise sur l’extrapolation de l’état d’endommagement pour ces points
de Gauss est négligeable.
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FIGURE 5.5 - Distribution des fréquences relatives cumulées
5.2.2 Implantation de la méthode
L’algorithme de calcul est expliqué par l’organigramme de la figure 5.6 . Un pre-
mier calcul sur le premier cycle permet d’obtenir les champs de contraintes (déforma-
tions) locaux et les valeurs des variables internes. Ces valeurs sont utilisées comme
données d’entrées du post-traitement qui permet d’évaluer le nombres de cycles à
sauter ∆N et d’intégrer la loi d’évolution de l’endommagement en fatigue. Une se-
conde résolution du problème permet de rééquilibrer la structure après extrapolation
des variables internes représentatives de l’endommagement, c’est-à-dire que l’on ac-
tualise les redistribution de contraintes. La tentative de saut est réputée réussie si
l’on obtient une convergence numérique à cette étape. On recalcule ensuite une nou-
velle valeur de saut à partir du nouvel état trouvé. L’ensemble du processus se dé-
roule de façon automatique.
Un fichier d’initialisation permet à l’utilisateur de fixer la valeur du paramètre
d’extrapolation P , ainsi que la longueur n des intervalles utilisés pour le calcul de la
distribution des fréquences relatives des sauts de cycles locaux.
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5. Une loi d’évolution en fatigue
Résolution du problème sur le cycle N1
Loi d’évolution quasi-statique
da(M, t)
dt
= Φa(VEI(M, t))
dQ(M, t)
dt
Séquence
de saut ?
Calcul du nombre de cycles à sauter
Intégration de la loi d’évolution
Loi d’évolution de fatigue
da(M,N) = Φa(VEI(M,N))dQ(M,N)dN
Résolution du problème sur le cycle N
Loi d’évolution quasi-statique
da(M, t)
dt
= Φa(VEI(M, t))
dQ(M, t)
dt
Tentative
de saut ?
Nombre de
cycle atteint ?
Fin du calcul
Reprise des va-
riable de départ
Qij(M, t
′, N1), a(M, t′, N1)
non
oui
NJUMP , NJUMPloc
a(M,N = N1 +NJUMP )
non
échec
Diminution de ∆a
FIGURE 5.6 - Schéma général de la stratégie de calcul
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5.3 Le modèle de fatigue
5.3 le modèle de fatigue
Tout comme nous avons pu l’observer expérimentalement, des auteurs tels que
[Daniel and Charewicz, 1986][Petitpas et al., 1987][Diao et al., 1995] s’accordent sur
le fait que, parmi les différents paramètres qui influent sur le phénomène de fa-
tigue, le niveau de chargement semblent être celui qui a le plus d’influence sur la
cinétique de fissuration. Si l’effet du rapport de charge R semble lui aussi impor-
tant [Kawai and Kato, 2006], l’effet de la fréquence est faible et l’effet de l’humidité
ambiante est quasi-nul.
Rappelons dès à présent que nous avons montré, par notre analyse expérimentale,
que le cumul de l’endommagement, lors d’un essai à plusieurs niveaux de sollicita-
tion, est non linéaire (§3.8.5).
La remarque précédente impose une formulation de la loi d’évolution de l’endom-
magement dans laquelle les variables représentatives de l’endommagement et du
nombre de cyclesN sont non séparables. En revanche, il est important de comprendre
que la façon dont se fait le cumul n’est pas en relation avec la forme (linéaire ou non)
de la loi d’évolution.
Le cadre étant posé on peut maintenant proposer une écriture de la loi de fatigue.
On désire rendre compte de l’endommagement induit par les effets de fatigue
mais aussi éventuellement statiques dans la mesure où nous avons montré par l’ex-
périence que la première montée en charge lors d’un chargement de fatigue corres-
pond à un chargement quasi-statique. De même lors d’un chargement à plusieurs
niveau, notamment un chargement faible suivi d’un chargement fort nous avons vu
que l’accroissement de l’endommagement peut être dû, sous certaines conditions à un
rechargement statique (FIG. 5.7).
Quasi-statique
Fatigue
t
V (t)
FIGURE 5.7 - Mise en évidence des zones de chargement sta-
tique ou de fatigue
Aussi, on va chercher à écrire une loi d’évolution sous la forme (EQ. 5.5) :
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5. Une loi d’évolution en fatigue
dα = f1(ε≈, α,m,R, f)dε≈+ f2(ε≈, α,m,R, f)dN . . .
. . . + f3(ε≈, α,m,R, f)dm+ f4(ε≈, α,m,R, f)dr
(5.5)
où ε≈ représente l’état de déformation dans l’élément de volume lorsque le charge-
ment atteint sa valeur maximale. La partie liée aux accroissements de déformation
tient compte d’un endommagement quasi-statique alors que celle liée aux accroisse-
ment du nombre de cycles est purement un effet de fatigue. Enfin, les parties liée aux
variables m et r rendent compte des effets du mode de chargement. De plus il faut
noter que les paramètres caractéristiques du chargement extérieur R et f peuvent
être inclus dans la loi dans la mesure où nous restons dans le cadre fixé précédem-
ment, c’est à dire que les sollicitations appliquées à la structure sont périodiques et
de fréquences identiques, ce qui permet un report local de ces grandeurs structurales.
Afin d’obtenir une telle formulation, on propose d’étendre le seuil critique d’en-
dommagement développer dans le cas quasi-statique au cas de la fatigue. Il est im-
portant de préciser que cette extension est possible dans la mesure où l’on fait l’hy-
pothèse, dans une première approximation, que l’endommagement est physiquement
et géométriquement identique en quasi-statique et en fatigue. Dans le cas de la plu-
part des matériaux métalliques, une telle extension est impossible, les mécanismes
d’endommagement étant fondamentalement différents dans les deux cas.
Ainsi, on choisit de le faire dépendre de α et m comme en statique, mais aussi
du nombre de cycles N et de paramètres décrivant le chargement local tels que R
et f . On a donc Ac = Ac(m,N,R, f), où l’on doit bien sûr retrouver le seuil statique
pour N = 0. Finalement, il n’y a qu’un seuil unique qui joue le rôle de mémoire de
l’état d’endommagement du matériau. Il est pris sous la même forme que le seuil
quasi-statique (5.6) :
Ac(α,m,N,R, f) = −b(m,N,R, f) exp
ln
[
− ln
(
1− α
c(m,N,R, f)
)]
a(m,N,R, f) (5.6)
REMARQUES
– les variables α et N sont non séparables ce qui a pour conséquence d’entrai-
ner un cumul non linéaire de l’endommagement.
– l’influence des paramètres caractéristiques du chargement (R, f, ...) inter-
vient dans les coefficients a, b et c du seuil critique Ac et seulement ici. Pour
l’identification expérimentale du seuil il suffit donc de conduire les essais
montrant l’effet de tel ou tel paramètre afin dans tenir compte dans le lis-
sage des coefficients a, b et c.
L’équation du critère reste quant à elle inchangée par rapport à l’approche quasi-
statique (EQ. 5.7) :
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5.3 Le modèle de fatigue
c(ε≈, α,m,N,R, f) = A
c(α,m,N,R, f)−A(ε, α,m) (5.7)
La loi d’évolution se déduit en écrivant, comme dans la cas quasi-statique, que
l’on est et que l’on reste sur le seuil lors de la phase d’endommagement (hypothèse de
consistance).
c = 0 ⇒ Ac −A = 0 (5.8)
dc = 0 ⇒ dAc − dA = 0 (5.9)
avec :
dA =
∂A
∂ε
dε+
∂A
∂α
dα+
∂A
∂m
dm+
∂A
∂r
dr (5.10)
dAc =
∂Ac
∂α
dα+
∂Ac
∂m
dm+
∂Ac
∂r
dr +
∂Ac
∂N
dN (5.11)
En tenant compte du fait que : A(ε≈, α,m, r) =
∂ϕ
∂α
, on abouti à la loi d’évolution en
fatigue sous la forme :
dα =
∂2ψ
∂ε∂α
∂2ψ
∂α2
− ∂A
c
∂α
dε +
(
∂Ac
∂m
− ∂
2ψ
∂α∂m
)
∂2ψ
∂α2
− ∂A
c
∂α
dm
. . . +
(
∂Ac
∂r
− ∂
2ψ
∂α∂r
)
∂2ψ
∂α2
− ∂A
c
∂α
dr +
∂Ac
∂N
∂2ψ
∂α2
− ∂A
c
∂α
dN
(5.12)
REMARQUES
Il est important de préciser que le modèle ne peut fonctionner que parce que
le seuil critique est une fonction décroissante du nombre de cycles. En d’autres
termes, pour chaque cycle (FIG. 5.8) :
1. on a une phase d’endommagement jusqu’à ce que la déformation ε atteigne
son maximum (courbe rouge). On a alors Ac −A = 0 ;
2. ensuite le seuil critique Ac diminue pendant le cycle (courbe verte) ;
3. au cours du cycle suivant on retrouve de nouveau une phase d’endommage-
ment débutant avant que la déformation n’atteigne sa valeur maximale.
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5. Une loi d’évolution en fatigue
Charge (kN)
Phase d’endommagement
Diminution du seuil Ac
t
V (t)
FIGURE 5.8 - Schéma du principe de fonctionnement du mo-
dèle de fatigue.
5.4 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre une loi d’évolution de l’endommagement
en fatigue. La similitude entre les endommagements quasi-statiques et de fatigue a
permis d’écrire une loi d’évolution déduite du formalisme utilisé en statique. Cette
approche permet notamment de prendre en compte le caractère non linéaire du cu-
mul de l’endommagement tel que cela a été mis en évidence expérimentalement. Fi-
nalement, le modèle possède un seuil d’endommagement unique qui joue le rôle de
mémoire de l’endommagement et permet de prendre en compte d’éventuels charge-
ment statiques. Dans le cadre que nous avons définit pour la fatigue, contrairement
à ce qui est fait assez souvent, le chargement extérieur appliqué à la structure ne
figure pas explicitement dans la loi dans la mesure où les paramètres inclus sont des
paramètres locaux. La principale conséquence est que la modélisation est intrinsèque
au matériau.
Contrairement à un calcul quasi-statique, qui peut se faire simplement de ma-
nière incrémentale, le cas de la fatigue s’avère plus complexe si l’on souhaite limiter
les temps de calcul. Aussi, nous avons choisit une approche de type saut de cycles.
L’avantage de cette méthode réside dans le fait qu’elle est totalement indépendante
du modèle de comportement utilisé.
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Chapitre 6
Identification des paramètres du
modèle de comportement et de la
loi de fatigue
Le but de ce chapitre est de présenter l’identification des pa-
ramètres du modèle qui a été développé dans le chapitre pré-
cédent. Cela passe dans un premier temps par l’identifica-
tion du tenseur d’élasticité, des tenseurs de chute de rigidité
et ensuite par l’identification des lois d’évolution de l’endom-
magement d’abord en quasi-statique puis en fatigue.
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
6.1 Introduction
Le modèle de comportement présenté dans le chapitre précédent (CHAP. 4) dépend
d’un certains nombre de paramètres qu’il convient d’identifier. C’est là tout l’objet de
ce chapitre. L’identification se décompose en trois étapes : dans un premier temps, il
convient d’identifier la loi de comportement du matériau. Cela passe par l’identifica-
tion des propriétés mécaniques du matériau sain (tenseur de rigidité élastique C≈
0)
ainsi que les tenseurs de chutes de rigidité qui représentent les chutes de rigidité
dues à l’apparition de l’endommagement. Ensuite, nous identifierons les paramètres
de la loi d’évolution quasi-statique (EQ. 4.61). Enfin nous terminerons par l’identifi-
cation des paramètres de la loi d’évolution en fatigue (EQ. 5.12).
6.2 Identification de la loi de comportement
Afin de bien comprendre quels sont les termes à identifier, on rappelle ici la forme
du tenseur de comportement donnée par les équations (4.28) à (4.31) définies précé-
demment (§4.2.4.2) :
C≈ = C≈
0 − f(α)
[
C≈
NU2N +C≈
TU2T +C≈
NTUNUT
]
(6.1)
Il apparaît clairement que l’identification revient à déterminer les coefficients des
quatre tenseurs d’ordre 4 C≈
0, C≈
N , C≈
T , C≈
NT correspondants au tenseur de rigidité
élastique et aux trois tenseurs de chute de rigidité. La forme des composantes UN et
UT du vecteur U a été donnée au chapitre précédent.
6.2.1 Identification du tenseur de rigidité élastique
Le tenseur de rigidité élastique C≈
0 dépend, dans le cas la plus général, c’est-
à-dire pour un matériau ne présentant aucune symétrie, de 21 coefficients indépen-
dants. Dans le cas de notre matériau, nous avons pu observer expérimentalement que
ce dernier présente un plan d’isotropie du fait de l’orientation des fibres. Cela nous
permet de considérer le comportement du pli unidirectionnel comme isotrope trans-
verse 1. Ainsi, l’identification deC≈
0 se réduit à déterminer 6 coefficients indépendants
qui s’obtiennent par inversion de la matrice de souplesse du pli unidirectionnel (EQ.
6.2). Les différents coefficients de la matrice de souplesse sont obtenus par les es-
sais de traction uni-axiale quasi-statique sur le pli unidirectionnel dans différentes
directions par rapport à son axe d’isotropie transverse.
1. Un comportement isotrope transverse est invariant par rotation d’un angle quelconque autour
d’un axe perpendiculaire au plan d’isotropie
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6.2 Identification de la loi de comportement
S˜˜ =

1
E11
− ν12
E11
− ν12
E11
0 0 0
− ν12
E11
1
E22
− ν23
E22
0 0 0
− ν12
E11
− ν23
E22
− ν23
E22
0 0 0
0 0 0
2(1 + ν23)
E22
0 0
0 0 0 0
1
G12
0
0 0 0 0 0
1
G12

(6.2)
Ainsi, le module d’élasticité longitudinal E11 et le coefficient de Poisson ν12 sont
obtenus par un essai de traction monotone quasi-statique sur un stratifié unidirec-
tionnel de séquence (0◦3) au cours duquel on mesure l’évolution des déformations lon-
gitudinale et transverse en fonction du chargement appliqué (FIG. 6.1a).{
E11 = 124699± 46.5(MPa)
ν12 = 0.323± 0.007 (6.3)
Un essai effectué dans le sens transverse (90◦3) au cours duquel on mesure la
déformation dans l’axe du chargement permet d’accéder à E22 (FIG. 6.1b).
{
E22 = 7372± 2.35(MPa)
ν21 = 0.019± 0.003 (6.4)
Un essai effectué à 45˚par rapport à l’axe des fibres au cours duquel on mesure les
déformations dans l’axe du chargement et dans le sens transverse permet d’accéder
au module de cisaillement G12 (FIG. 6.2).
G12 = 3290± 35(MPa) (6.5)
6.2.2 Identification des tenseurs de chutes de rigidité
Le tenseur C≈
N représente la chute de rigidité due à la composante VN du vec-
teur V caractérisant l’endommagement lorsque les fissures sont ouvertes mais non
cisaillées. Dans ce cas, l’apparition des fissures est due exclusivement à ε22, ainsi on
a B6 = B8 = B9 = 0.
Le tenseur C≈
T représente la chute de rigidité due à la composante VN du vecteur
V caractérise l’endommagement lorsque les fissures sont cisaillées mais non ouvertes.
Dans ce cas, l’apparition des fissures est due exclusivement à ε12, ainsi on a C1 = C2 =
C3 = C4 = C5 = C7 = 0.
le tenseur C≈
NT représente la chute de rigidité due au couplage des effets des
composantes VN et VT . Cependant, rappelons que nous avons fait l’hypothèse que ces
effets sont négligeables dans le cas de notre matériau.
Les termes à identifier sont résumés dans le tableau 6.1
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
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Essais Simulation
FIGURE 6.1 - Résultats de l’identification des coefficients E11,
E22, ν12, ν21
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6.2 Identification de la loi de comportement
−0.4−0.2 00
20
40
60
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100
ε22 (%)
σ
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1
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0 0.5 1 1.5 2
ε11 (%)
Essais Simulation
FIGURE 6.2 - Résultats de l’identification du coefficient G12
Caractéristiques Valeurs Unité
E1 124.345 (GPa)
E2 = E3 7.372 (GPa)
G12 = G13 3.290 (GPa)
G23 5.205
∗ (GPa)
ν12 = ν13 0.323
ν21 =
E22
E11
ν12 0.019
ν23 ...
∗
R011 125.324 (GPa)
R022 = R
0
33 9.652 (GPa)
R066 = R
0
55 3.204 (GPa)
R044 5.205
∗ (GPa)
R012 4.457 (GPa)
R013 4.612 (GPa)
R023 4.626 (GPa)
FIGURE 6.3 - Caractéristiques mécaniques de l’unidirection-
nel identifiées expérimentalement et coefficients de sa matrice
de rigidité (obtenues par inversion de la matrice de souplesse)
(Les valeurs indicées « ∗ » ont été tirées de la littérature.)
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
Paramètres Nombres
de
coefficients
Nature
mathéma-
tique
Coefficients
C≈
0 6 4-tenseur

2A1 A2 A2 0 0 0
2A4 A5 0 0 0
2A4 0 0 0
2A6 0 0
(S) 2A8 0
2A8

C≈
N 6 4-tenseur

2B1 B2 B3 0 0 0
2B4 B5 0 0 0
2B7 0 0 0
0 0 0
(S) 0 0
0

C≈
T 3 4-tenseur

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 2C6 0 0
0 0 0 0 2C8 0
0 0 0 0 0 2C9

C≈
NT 4 4-tenseur

0 0 0 0 0 D1
0 0 0 0 D2
0 0 0 D3
0 D4 0
(S) 0 0
0

TABLE 6.1 - Paramètres à identifier pour l’écriture du tenseur
de comportement
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6.3 Identification des variables m et r
6.3 Identification de m des variables m et r
Pour comprendre comment identifier les fonctions m et r il convient d’en rappeler
leur forme :
– pour les fissures de type 1 :

si ε22 > 0, m1 =
(
ε22
εR22
)2
+ 2
(
ε12
εR12
)2
(
ε22
εR22
)2
+
(
ε12
εR12
)2 sinon m1 = 2
si ε22 > 0, r1 =
√
ε222 + ε
2
12 sinon r1 =
√
ε212
(6.6)
– pour les fissures de type 2 :

si ε11 > 0, m2 =
(
ε11
εR11
)2
+ 2
(
ε12
εR12
)2
(
ε11
εR11
)2
+
(
ε12
εR12
)2 sinon m2 = 2
si ε11 > 0, r1 =
√
ε211 + ε
2
12 sinon r2 =
√
ε212
(6.7)
– pour les fissures de type 3 :

si ε33 > 0, m3 =
(
ε33
εR33
)2
+ 2
(
ε13
εR13
)2
(
ε33
εR33
)2
+
(
ε13
εR12
)2 sinon m3 = 2
si ε33 > 0, r3 =
√
ε233 + ε
2
13 sinon r3 =
√
ε213
(6.8)
Au vues de la forme de la fonction m, il apparait clairement que son identification
revient à déterminer les déformations à rupture du pli unidirectionnel dans certaines
directions particulières. Plus précisément, il nous faut déterminer les déformations à
ruptures dans les directions e1, e2 et e3 (εR11, εR22, εR33) ainsi que les déformations à rup-
ture en cisaillement dans les plans (e1, e2) (e1, e2) (εR12,εR13). Cependant, compte tenu
du fait des propriétés de symétries particulières (isotropie transverse) que présente le
matériau, l’identification du paramètre m se limite en fait à déterminer seulement 3
déformations à rupture dans la direction transverse et en cisaillement du plis unidi-
rectionnel. Celles ci sont obtenues par les essais de traction quasi-statique monotone
sur les séquences (90◦3) et (45◦3).
{
εR11 = ε
R
22 = ε
R
33 = 0.808± 0.044 %
εR12 = ε
R
13 = 1.747± 0.076 %
(6.9)
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
La loi de comportement, c’est-à-dire la loi qui relie le comportement du matériau
à son état d’endommagement est maintenant identifiée. Il convient alors d’identifier
la loi d’évolution de l’endommagement, c’est-à-dire loi loi qui donne l’évolution de
l’endommagement en fonction des sollicitations appliquées au matériau.
6.4 Identification de la loi d’évolution
6.4.1 Cas quasi-statique
La loi d’évolution décrite dans le chapitre 4, dérivée de l’inégalité de Clausius-
Duhem est écrite en utilisant le critère c (eq. 4.54). Ce critère dépend d’un seuil cri-
tique Ac(α,m, r) qui doit être identifié à partir des données expérimentales.
On rappelle que l’on a définit dans le chapitre précédent trois types de fissures
intra-laminaires. En conséquence de cela, il existe trois seuils critiques à identifier
Ac1(α1,m1, r1), Ac2(α2,m2, r2), Ac3(α3,m3, r3). Toutefois, dans le cas de notre matériau,
du fait des propriétés de symétries, on aAc1(α1,m1, r1) =Ac2(α2,m2, r2) =Ac3(α3,m3, r3).
Le processus d’identification du seuil critique Ac est identique à celui proposé
par THIONNET et al. [Thionnet et al., 2002]. L’identification nécessite la donnée de
courbes expérimentales donnant la densité de fissures en fonction du chargement
appliqué. La dépendance des seuils vis-à-vis des variables m et r permet de tenir
compte du fait que l’énergie nécessaire pour créer une fissure dépend du mode de
chargement. Nous faisons toutefois l’hypothèse que l’influence de r est négligeable
par rapport à celle de m. On a donc besoin de renseignements expérimentaux où la
densité de fissure est relevée pour des plis soumis à des valeurs différentes de m.
Ensuite, par une procédure inverse, en donnant l’évolution des densités de fissures
expérimentales, on calcule la variable A et on écrit qu’au cours du processus d’en-
dommagement, on a A = Ac. Un lissage de ces résultats fournit la fonction Ac(α,m).
Le lissage est pris sous la forme :
Ac(α,m) = −b(m) exp
ln
[
− ln
(
1− α
c(m)
)]
a(m) (6.10)
où a(m), b(m) et c(m) sont les paramètres à identifier.
Comme nous venons de l’expliquer, pour identifier le seuil Ac nous avons besoin
d’au moins trois empilements permettant d’avoir trois valeurs différentes de m. Le
mieux étant que ces valeurs soient régulièrement réparties entre 1 et 2 (idéalement
1,1.5 et 2). D’après la définition que nous avons donnée de m et les propriétés mé-
caniques du pli unidirectionnel, il ressort que les trois séquences testées (0◦3/90◦6/0◦3),
(0◦3/±55◦3)s et (0◦3/±45◦3)s permettent d’avoir respectivementm =1, 1.523 et 1.928. Les
séquences (0◦3/90◦3/0◦3) et (0◦3/90◦12/0◦3) donnent également m = 1, toutefois nous avons
choisi d’utiliser la séquence intermédiaire (0◦3/90◦6/0◦3) pour l’identification alors que
les deux autres serviront de validation.
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6.4 Identification de la loi d’évolution
Séquences m
(0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3) 1
(0◦3/± 55◦3/0◦3) 1.523
(0◦3/± 45◦3/0◦3) 1.928
TABLE 6.2 - Valeur de la variable m pour les différentes sé-
quences
L’idée consiste donc, dans un premier temps, à simuler un essai de traction sur
chacune des trois séquences retenues. Il faut ensuite comparer les courbes expéri-
mentales et simulées donnant la densité de fissures (ou la variable d’endommage-
ment α) en fonction du chargement appliqué et ajuster les paramètres a, b et c de
la fonction seuil jusqu’à ce que les courbes simulées et expérimentales soient concor-
dantes.
REMARQUE
Le paramètre c est facilement identifiable dans la mesure où il correspond à la
valeur de α lorsque la fissuration a atteint son état de saturation. On peut donc le
déduire directement des courbes expérimentales.
On obtient ainsi trois jeux de paramètres (a, b, c) (un pour chaque séquence) puis
on effectue alors un lissage de chacun des paramètres en fonction de la variable m.
Le lissage est pris sous une forme polynomiale (EQ. 6.11 à 6.13) :
a(m) = a0 + a1 ×m+ a2 ×m2 + a3 ×m3 + a4 ×m4 + a5 ×m5 (6.11)
b(m) = b0 + b1 ×m+ b2 ×m2 + b3 ×m3 + b4 ×m4 + b5 ×m5 (6.12)
c(m) = c0 + c1 ×m+ c2 ×m2 + c3 ×m3 + c4 ×m4 + c5 ×m5 (6.13)
Les coefficients ainsi identifiés sont donnés dans le tableau 6.3.
a
a0 37.0751
a1 -3.87171
a2 -5.00351
a3 -1.52086
a4 0.20949
a5 0.86458
b
b0 -4.04025
b1 2.81454
b1 1.93482
b3 0.30735
b4 -0.23807
b5 -0.18852
c
c0 0.26015
c1 0.42307
c2 -0.10806
c3 -0.00160
c4 0.00047
c5 0.00098
TABLE 6.3 - Coefficients identifiés du seuil d’endommagement
en statique Ac
Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites 171
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
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FIGURE 6.4 - Résultats de l’identification des coefficients de
la fonction seuil d’endommagement
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−4
−3
−2
−1
0
m ↗
α
A
c
(0◦3/90
◦
6/0
◦
3)
(0◦3/± 55◦3)s
(0◦3/± 45◦3)s
FIGURE 6.5 - Résultat de l’identification du seuil d’endom-
magement pour les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3), (0◦3/ ± 55◦3)s et
(0◦3/ ± 45◦3)s correspondant respectivement à m = 1, m = 1.5 et
m = 2
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6.4 Identification de la loi d’évolution
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FIGURE 6.6 - Résultat de l’identification pour les séquences
(0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3), soit pour m = 1
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FIGURE 6.7 - Résultat de l’identification pour la séquence
(0◦3/± 55◦3)s, soit pour m = 1.5
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FIGURE 6.8 - Résultat de l’identification la séquence (0◦3/ ±
45◦3)s, soit pour m = 2
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
6.4.2 Identification de la fonction seuil d’endommagement en fatigue
6.4.2.1 Méthodologie
Dans le cas de la fatigue, le procédé d’identification est tout à fait comparable
puisque l’on utilise la variable A(ε, α,m, r) pour calculer le seuil critique. La diffé-
rence par rapport au cas quasi-statique réside dans le fait qu’il y a plusieurs seuils à
identifier (dans l’absolu, autant que de cycles) et le calcul est effectué pour chacune
des courbes du réseau de courbes expérimentales qui donnent, pour chacun des em-
pilements, pour chaque niveau de contrainte, la densité de fissures en fonction du
nombre de cycles. Sur le même modèle que dans le cas quasi-statique, la fonction
seuil est prise sous la forme (EQ. 6.14) :
Ac(α,m,N,R, F ) = −b(m,N,R, f) exp
ln
[
− ln
(
1− α
c(m,N,R, f)
)]
a(m,N,R, f) (6.14)
L’identification du seuil nécessite, comme pour le cas quasi-statique, au moins
trois séquences qui permettent de rendre compte de l’influence du mode de sollicita-
tion. Nous reprendrons donc les séquences (0◦3/90◦6/0◦3), (0◦3/±55◦3)s et (0◦3/±45◦3)s qui,
rappelons le donnent respectivement m0 = 1, m0 = 1.523 et m0 = 1.928.
Ensuite, afin de rendre compte de l’effet de la contrainte maximum appliquée,
nous avons besoin d’essais à différents niveaux de contrainte longitudinale maxi-
mum. Ainsi nous utiliserons les résultats des essais effectués à 40%, 50% et 60% de la
contrainte à rupture présentés précédemment (CHAP. 3 §3.8).
Enfin, si l’on souhaite rendre compte des effets du rapport de charge R et f dans
l’identification du seuil, il est nécessaire de disposer d’essais à différentes fréquences
et différents rapport de charge. Toutefois, nous ne disposons ici que d’essais à fré-
quence fixée à 1 Hz, de plus on montre expérimentalement que la variation de la
contrainte maximale, à plus d’influence que celle du rapport de charge. Nous nous li-
miterons donc à l’influence du mode de chargement et de la contrainte longitudinale
maximum. Précisons toutefois que dans le cas où l’on souhaiterait rendre compte des
effets de f et R, la méthode serait identique à celle que nous allons présenter. Fi-
nalement, neuf essais sont nécessaires pour l’identification de la fonction seuil (TAB.
6.4) :
Séquences Mode σMAX
(0◦3/90◦3)s 1 0.4σR/0.5σR/0.6σR
(0◦3/± 55◦3)s 1.523 0.4σR / 0.5σR / 0.6σR
(0◦3/± 45◦3)s 1.928 0.4σR/0.5σR/0.6σR
TABLE 6.4 - Essais utiles à l’identification du seuil de fatigue
Ensuite, pour chaque valeur m0 de m, c’est à dire pour chaque séquence d’empile-
ment :
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6.4 Identification de la loi d’évolution
1. Pour chaque niveau de contrainte, les courbes donnant l’évolution la
densité de fissures α en fonction du nombre de cycles N sont utilisées
comme données d’entrée du notre simulation. On peut alors calculer la
valeur du seuil Ac(α,m0, r) en considérant que lors du processus d’en-
dommagement on a : A = Ac ;
2. Pour différentes valeurs de N (dans l’absolu pour chaque cycle), les
valeurs discrètes Ac(α,m0, r) sont lissées en fonction de α ;
3. Finalement le réseau complet de Ac(α,m0, r) s’obtient par un lissage en
fonction de m.
6.4.2.2 Identification
Afin d’identifier les seuils critiques, nous réalisons dans un premier temps un lis-
sage du réseau de courbes expérimentales en fonction du nombre de cycles, l’objectif
étant de simplifier leur introduction dans notre programme informatique. Le lissage
est pris sous la forme suivante (EQ. 6.15) :
α = α(N) = p3
1− e−
 log(N) + p4
p1
p2 (6.15)
Notons que p3 correspond à la valeur de α à saturation qui, rappelons le, est
constante et indépendante du chargement. Ainsi p3 = 0.549 pour la séquence (0◦3/90◦3)s,
p3 = 0.658 pour la séquence (0◦3/±55◦3)s et p3 = 0.695 pour la séquence (0◦3/±45◦3)s. Les
deux autres paramètres sont ensuite déterminés à l’aide d’une méthode des moindres
carrés pour chacun des trois niveaux de contrainte (TAB. 6.5).
(0◦3/90◦3)s
p1 p2 p3 p4
0.4σR 4.05 12.15 0.549 0.00
0.5σR 7.26 8.28 0.549 4.06
0.4σR 49.02 40.56 0.549 46.61
(0◦3/± 55◦3)s
p1 p2 p3 p4
0.4σR 5.07 20.41 0.658 0.00
0.5σR 4.76 8.78 0.658 0.00
0.6σR 4.58 6.59 0.658 0.00
(0◦3/± 45◦3)s
p1 p2 p3 p4
0.4σR 5.34 15.27 0.695 0.00
0.5σR 5.07 10.71 0.695 0.00
0.6σR 4.73 8.97 0.695 0.00
TABLE 6.5 - Lissage des réseaux de courbes expérimentales
Ensuite, l’introduction de ces courbes dans notre programme permet d’obtenir
pour chaque valeur m0 et chaque niveau de contrainte les valeurs des seuils d’en-
dommagement pour chaque cycle. Puis, par un lissage des coefficients a, b et c de
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
la fonction seuil en fonction du nombre de cycles on obtient le réseau des seuils à
iso-valeurs de N. Notons d’ores et déjà que le paramètre c correspond à la valeur de
l’endommagement à saturation qui est indépendante du nombre de cycle mais dé-
pend de m. Ensuite, on constate que la seule variation du paramètre b suffit à rendre
compte du réseau complet des seuils à iso-nombre de cycles. On propose de prendre
un lissage du paramètre b en fonction du nombre de cycles N sous la forme EQ. 6.17.
Les paramètre a et c sont quant à eux indépendants du nombre de cycles et sont pris
respectivement sous la forme EQ. 6.16 et 6.18. Les résultats du lissage sont donnés
dans les tableaux TAB. 6.6.
a(N) = a0 (6.16)
b(N) = b0 × exp
(
− exp
(
b1 × ln
(
log(N) + b4
b2
)))
+ b3 (6.17)
c(N) = c0 (6.18)
(0◦3/90◦3)s
a
a00 27.75
a01 /
a02 /
a03 /
a04 /
b
b00 -1.86
b01 1.44
b02 1.45
b03 -0.23
b04 -1.09
c
c00 0.549
c01 /
c02 /
c03 /
c04 /
(0◦3/± 55◦3)s
a
a0 27.95
a1 /
a2 /
a3 /
a4 /
b
b0 -1.48
b1 2.3
b2 2.19
b3 -1.59
b4 -0.59
c
c0 0.658
c1 /
c2 /
c3 /
c4 /
(0◦3/± 45◦3)s
a
a00 28.169
a01 /
a02 /
a03 /
a04 /
b
b00 -1.48
b01 2.3
b02 2.19
b03 -1.8
b04 -0.59
c
c00 0.695
c01 /
c02 /
c03 /
c04 /
TABLE 6.6 - Lissage des paramètres a, b et c en fonction du
nombre de cycles
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6.4 Identification de la loi d’évolution
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
−2
−1.5
−1
−0.5
0
α
A
c
N=1
N=50
N=100
N=500
N=1000
N=3000
N=5000
N=10000
N=30000
N=60000
FIGURE 6.9 - Réseaux des seuils critiques iso-nombre de cycles
pour pour la séquence (0◦3/90◦6/0◦3)
(0◦3/90◦3)s
N a b c
1 27.753 -1.890 0.549
50 27.753 -1.698 0.549
100 27.753 -1.289 0.549
500 27.753 -0.859 0.549
1000 27.753 -0.680 0.549
5000 27.753 -0.413 0.549
10000 27.753 -0.358 0.549
30000 27.753 -0.307 0.549
60000 27.753 -0.264 0.549
TABLE 6.7 - Lissages des seuils critiques iso-nombre de cycles
pour m=1.
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
0 0.2 0.4 0.6 0.8
−4
−3
−2
−1
0
α
A
c
N=1
N=50
N=100
N=500
N=1000
N=5000
N=10000
N=30000
N=60000
FIGURE 6.10 - Réseaux des seuils critiques iso-nombre de
cycles pour pour la séquence (0◦3/± 55◦3)s.
(0◦3/± 55◦3)s
N a b c
1 27.950 -3.03 0.658
50 27.950 -2.62 0.658
100 27.950 -2.19 0.658
500 27.950 -2.01 0.658
1000 27.950 -1.81 0.658
5000 27.950 -1.75 0.658
10000 27.950 -1.69 0.658
30000 27.950 -1.64 0.658
60000 27.950 -1.60 0.658
TABLE 6.8 - Lissages des seuils critiques iso-nombre de cycles
pour m=1.5.
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6.4 Identification de la loi d’évolution
0 0.2 0.4 0.6 0.8
−3
−2
−1
0
α
A
c
N=1
N=50
N=100
N=500
N=1000
N=5000
N=10000
N=30000
N=60000
FIGURE 6.11 - Réseaux des seuils critiques iso-nombre de
cycles pour pour la séquence (0◦3/± 45◦3)s.
(0◦3/± 45◦3)s
N a b c
1 28.169 -3.245 0.695
50 28.169 -2.836 0.695
100 28.169 -2.406 0.695
500 28.169 -2.227 0.695
1000 28.169 -2.09 0.695
5000 28.169 -1.960 0.695
10000 28.169 -1.905 0.695
30000 28.169 -1.854 0.695
60000 28.169 -1.811 0.695
TABLE 6.9 - Lissages des seuils critiques iso-nombre de cycles
pour m=2.
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
Nous disposons maintenant de trois réseaux de courbes. Chaque courbe est asso-
ciée à un triplet de paramètres (a, b, c) Il nous reste alors à lisser les coefficients a, b
et c en fonction de la variable m. Nous obtiendrons ainsi, pour chaque cycle, une sur-
face seuil d’endommagement qui dépend de l’endommagement α et du mode m (FIG.
6.13). Le lissage est pris sous une forme polynomiale pour chacun des paramètres
(EQ. 6.19,6.20,6.21) :
a0(m) = a00 + a10 ×m+ a20 ×m2 + a30 ×m3 + a40 ×m4 + a50 ×m5 (6.19)
bi(m) = b0i + b1i ×m+ b2i ×m2 + b3i ×m3 + b4i ×m4 + b5i ×m5 (6.20)
c(m) = c00 + c10 ×m+ c20 ×m2 + c30 ×m3 + c40 ×m4 + c50 ×m5 (6.21)
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6.4 Identification de la loi d’évolution
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
27.8
27.9
28
28.1
28.2
m
a0
m
(m
)
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0.55
0.6
0.65
0.7
m
c0
m
(m
)
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−1.9
−1.8
−1.7
−1.6
−1.5
−1.4
m
b0
m
(m
)
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
1.4
1.6
1.8
2
2.2
2.4
m
b1
m
(m
)
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
1.4
1.6
1.8
2
2.2
m
b2
m
(m
)
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−2
−1.5
−1
−0.5
m
b3
m
(m
)
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−1
−0.8
−0.6
m
b4
m
(m
)
FIGURE 6.12 - Lissage des paramètres a, b et c en fonction du
mode m.
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
a
0
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a
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a
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a
3
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a
0
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a
1
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a
2
4
0.
00
a
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a
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a
0
5
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a
1
5
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a
2
5
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3
5
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00
a
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5
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a
5
5
0.
00
b 0
0
-3
.7
6
b 1
0
-2
.8
6
b 2
0
-2
.2
5
b 3
0
5.
94
b 4
0
-3
.5
9
b 5
0
0.
00
b 0
1
2.
66
b 1
1
6.
02
b 2
1
5.
18
b 3
1
-8
.4
7
b 4
1
3.
50
b 5
1
0.
00
b 0
2
-0
.7
6
b 1
2
-1
.7
2
b 2
2
-1
.4
8
b 3
2
2.
3
b 4
2
-1
.0
0
b 5
2
0.
00
b 0
3
0.
00
b 1
3
0.
00
b 2
3
0.
00
b 3
3
0.
00
b 4
3
0.
00
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3
0.
00
b 0
4
0.
00
b 1
4
0.
00
b 2
4
0.
00
b 3
4
0.
00
b 4
4
0.
00
b 5
4
0.
00
b 0
5
0.
00
b 1
5
0.
00
b 2
5
0.
00
b 3
5
0.
00
b 4
5
0.
00
b 5
5
0.
00
c 0
0
0.
11
5
c 1
0
0.
00
c 2
0
0.
00
c 3
0
0.
00
c 4
0
0.
00
c 5
0
0.
00
c 0
1
0.
57
8
c 1
1
0.
00
c 2
1
0.
00
c 3
1
0.
00
c 4
1
0.
00
c 5
1
0.
00
c 0
2
-0
.1
44
c 1
2
0.
00
c 2
2
0.
00
c 3
2
0.
00
c 4
2
0.
00
c 5
2
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00
c 0
3
0.
00
c 1
3
0.
00
c 2
3
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00
c 3
3
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00
c 4
3
0.
00
c 5
3
0.
00
c 0
4
0.
00
c 1
4
0.
00
c 2
4
0.
00
c 3
4
0.
00
c 4
4
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00
c 5
4
0.
00
c 0
5
0.
00
c 1
5
0.
00
c 2
5
0.
00
c 3
5
0.
00
c 4
5
0.
00
c 5
5
0.
00
TABLE 6.10 - Coefficients identifiés du seuil d’endommage-
ment en fatigue.
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6.4 Identification de la loi d’évolution
 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
-0.16
-0.12
-0.08
-0.04
 0
Ac(α,m)
 N = 1 cycle 
α
Ac(α,m)
m
-0.16
-0.14
-0.12
-0.1
-0.08
-0.06
-0.04
-0.02
 0
 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
-0.16
-0.12
-0.08
-0.04
 0
Ac(α,m)
 N = 100 cycles 
α
Ac(α,m)
m
-0.07
-0.06
-0.05
-0.04
-0.03
-0.02
-0.01
 0
 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
-0.16
-0.12
-0.08
-0.04
 0
Ac(α,m)
 N = 1000 cycles 
α
Ac(α,m)
m
-0.035
-0.03
-0.025
-0.02
-0.015
-0.01
-0.005
 0
 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
-0.16
-0.12
-0.08
-0.04
 0
Ac(α,m)
 N = 10000 cycles 
α
Ac(α,m)
m
-0.018
-0.016
-0.014
-0.012
-0.01
-0.008
-0.006
-0.004
-0.002
 0
FIGURE 6.13 - Surfaces seuils critiques iso-nombre de cycles
N=1,100,1000,10000
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6. Identification des paramètres du modèle de comportement et de la loi de fatigue
Finalement, on présente (FIG. 6.14) les résultats de l’identification de la loi d’évo-
lution de l’endommagement en fatigue dans le cas de la séquence (0◦3/90◦6/0◦3).
100 101 102 103 104 105
0
0.1
0.2
0.3
N
d
(m
m
−1
)
(0◦3/90◦6/0◦3)
σmax = 0.4σR
σmax = 0.5σR
σmax = 0.6σR
FIGURE 6.14 - Résultats de l’identification de l’évolution de
la densité de fissures en fonction du nombre de cycle dans la
couche à 90° de la séquence (0◦3/90◦6/0◦3) sollicitée en traction
uni-axiale cyclique pour trois niveaux de contrainte
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Chapitre 7
Calcul de structure en fatigue
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7.1 Introduction
On propose dans ce chapitre une application de notre modèle de comportement
dans le cas d’une structure. Nous avons choisis d’étudier une structure de type plaque
trouée. Les avantages de ce type de structure sont multiples. D’abord, il s’agit d’une
géométrie relativement récurrente dans les structures industrielles comme les pan-
neaux de fuselage dans l’industrie aéronautique par exemple, mais également dans
de nombreux assemblages. Or, le trou est un concentrateur de contraintes qui peut
favoriser l’apparition de l’endommagement. Il apparaît donc important d’être capable
de prédire son apparition et son évolution dans ce type de structure. De plus la pré-
sence du trou entraine un état de contrainte multi-axial sous un chargement uni-
axial qui nous permettra de tester notre modèle. Enfin, il s’agit d’une structure rela-
tivement simple à fabriquer et à tester.
Afin d’être utilisé pour un calcul de structure, nous verrons dans un premier
temps que le modèle a été implanté dans le code de calcul par éléments finis Zé-
BuLoN. Enfin, nous terminerons par une application de notre modèle sur un calcul
de plaque trouée.
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7. Calcul de structure en fatigue
7.2 Implémentation du modèle de comportement
7.2.1 Intégration de la loi de comportement et des lois d’évolution
Le modèle de comportement élastique endommageable développé dans le chapitre
4 a été implanté dans le code de calcul ZéBuLoN développé au Centre des Matériaux.
Sa structure de programmation orientée objet offre un cadre pratique pour l’implé-
mentation de nouveaux modèles de comportement. Ainsi, sa bibliothèque matériau
Z-Mat peut-être complétée via le pré-processeur ZebFront qui permet de dévelop-
per de nouvelles lois de comportement de façon relativement simple grâce à la pré-
programmation de deux méthodes d’intégration : l’une est explicite : la méthode de
Runge-Kutta et la seconde est implicite, la θ−méthode.
L’état thermodynamique d’un matériau est défini par un ensemble de variables
d’état (ε≈, α, m et r dans notre cas) aux quelles sont associées une loi d’état et une loi
d’évolution.
Les lois d’état sont des relations mathématiques qui permettent de calculer les
variables associées aux variables d’état (σ≈, A, M , R). Ces relations étant définies de
façon explicite aucune intégration n’est requise.
Les lois d’évolution des variables d’état, en revanche, se présentent sous la forme
d’équations différentielles. Si dans la majorité des cas l’obtention de la solution néces-
site l’intégration de la loi d’évolution, il arrive que l’on dispose d’une solution analy-
tique de l’équation. Ainsi, lors de l’implémentation, les variables d’état peuvent donc
être traitées de deux manières différentes :
1. l’intégration de la loi d’évolution est nécessaire, la variable est alors traitée
comme une variable à intégrer. L’ensemble des variables à intégrer est noté
Vint ;
Ici, l’ensemble Vint se réduit à un seul élément, la variable d’endommagement
α, Vint = {α}.
2. on dispose de la forme analytique de son évolution, la variable est alors trai-
tée comme une variable dite auxiliaire. L’ensemble des variables auxiliaires est
noté Vaux.
Ici, l’ensemble Vaux contient les variables m et r. Précisons toutefois que l’on in-
tègre également à l’ensemble des variables auxiliaires, les variables, qui ne néces-
sitent pas d’intégration, et que l’on souhaite utiliser durant le calcul et dont on sou-
haite disposer lors d’un post-traitement. Dans le cas de notre modèle, il s’agit de la
force thermodynamique de A associée à l’endommagement. Ainsi, l’ensemble des va-
riables auxiliaires est :Vaux = {m, r,A}
Comme nous l’avons vu, parmi les relations constitutives du comportement, les
lois d’évolution des variables d’état (dans notre cas la loi d’évolution de la variable
d’endommagement α) se présentent sous la forme d’une équation différentielle qu’il
faut intégrer (EQ. 7.1).
186 Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites
pa
st
el
-0
06
77
07
6,
 v
er
sio
n 
1 
- 7
 M
ar
 2
01
2
7.2 Implémentation du modèle de comportement
dα
dt
= α˙ = α˙(ε≈, ε˙≈,m, r,C≈
0) (7.1)
Un modèle élément fini classique est basé sur une formulation en déplacement.
De ce fait, le tenseur de déformation ε≈ et sa dérivée par rapport au temps ε˙≈ sont
des grandeurs directement accessibles et constituent donc des données d’entrées de
l’équation précédente. Dans le cadre d’une évaluation incrémentale de cette équation
différentielle, on impose in incrément de temps ∆t = t1− t0 qui se traduit mécanique-
ment par un incrément de déformation ∆ε≈. A l’instant t0 l’ensemble des grandeurs
σ≈
t0 , αt0 , At0 ,... sont connues. Les lois constitutives du comportement et l’intégration
de la loi d’évolution via un schéma d’intégration adapté doit permettre de déterminer
les valeurs des grandeurs σ≈
t1 , αt1 , At1 ,... actualisées à l’instant t1 ainsi que la matrice
tangente (EQ. 7.2) nécessaire au calcul de la matrice de rigidité élémentaire.
L≈ =
∂∆σ≈
∂∆ε≈
(7.2)
Comme nous l’avons expliqué, l’intérêt de l’utilisation de ZebFront réside dans
la pré-programmation des deux schémas d’intégrations explicite et implicite. Nous
avons choisi le schéma d’intégration explicite de Runge-Kutta qui est stable et fournit
une bonne précision. En revanche le coût de calcul peu parfois être plus important.
7.2.2 Quelques éléments de programmation
De part sa programmation orientée objet couplée à l’utilisation du pré-processeur
ZebFront, l’intégration de nouvelles lois de comportement dans le code de calcul Zé-
BuLoN est relativement simple. Ainsi, l’implémentation se résume à la définition de
trois blocs qui constituent les trois étapes clés de l’implémentation :
1. La déclaration d’un modèle de comportement passe par la définition d’une classe
qui est introduite par l’instruction @Class Un objet de cette classe contient
alors :
– un couple de variables primale (@Grad) et duale (@Flux ). @Grad correspond à
la variable eto et @Flux à la variable sig qui représentent respectivement le
tenseur des déformations ε≈ et le tenseur des contraintes σ≈.
– un ensemble de variables internes (@VarInt), on retrouve sous ce mot-clé l’en-
semble Vint des variables à intégrer ;
– un ensemble de variables auxiliaires (@VarAux), on retrouve sous ce mot-clé
l’ensemble Vaux des variables auxiliaires. On rappelle qu’en plus des variables
d’état m et r nous définissons deux autres variables auxiliaires qui sont : A et
Ac ;
– un ensemble de coefficients matériau (@Coeff).
2. L’évaluation des dérivées temporelles de chacune des variables à intégrer sui-
vant un schéma explicite @Derivative ;
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7. Calcul de structure en fatigue
Ici, nous n’avons qu’une seule variable d’état à intégrer : α˙. L’utilisation de la
commande @Derivative permet de faire appel à un schéma d’intégration expli-
cite, les équations différentielles sont alors résolues de manière séquentielle.
L’algorithme d’implémentation est présenté FIG. 7.3.
3. Détermination de la variable duale et les variables auxiliaires ainsi que la ma-
trice tangente @StrainPart ;
Notons que la matrice tangente du comportement est approximée par la matrice
de rigidité : L≈ ' C≈ .
Le modèle de comportement développé modélise le comportement endommageable
du matériau unidirectionnel. En présence ou non d’endommagement, ce comporte-
ment est anisotrope. Au cours d’un calcul par éléments finis, les relations constitu-
tives du comportement sont prises en compte localement au sein de chaque élément.
La description du comportement doit être indépendante du modèle éléments finis,
aussi il est important de tenir compte de l’orientation locale que l’on souhaite em-
ployer. Ainsi, il devient nécessaire de définir un repère associé à chaque élément
(FIG. 7.1).
FIGURE 7.1 - Repère local d’un élément permettant de définir
son orientation par rapport au repère global de la structure
Les transformations entre ces repères locaux et le repère global de la structure
sont exprimées par l’intermédiaire des angles d’Euler. Les angles d’Euler permettent
définir totalement l’orientation d’une base orthonormée locale bL(xL1 , xL2 , xL3 ) par rap-
port à une base orthonormée globale bL(xG1 , xG2 , xG3 ). Ils sont au nombre de trois et
sont généralement notés ψ (précession), θ (nutation) et ϕ (rotation propre). Ils corres-
pondent aux rotations définies FIG. 7.2.
La matrice de changement de base de bL à bG, que l’on notera [P ] peut être déter-
minée par l’expression 7.3 :
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7.2 Implémentation du modèle de comportement
FIGURE 7.2 - Les trois angles d’Euler
[P ] = [Pϕ][Pθ][Pψ] (7.3)
[Pϕ] =
 cos(ϕ) sin(ϕ) 0− sin(ϕ) cos(ϕ) 0
0 0 1
 (7.4)
[Pθ] =
 1 0 00 cos(θ) sin(θ)
0 − sin(θ) cos(θ)
 (7.5)
[Pψ] =
 cos(ψ) sin(ψ) 0− sin(ψ) cos(ψ) 0
0 0 1
 (7.6)
On présente en annexe A les correspondances entre les angles d’Euler et les angles
des coordonnées cylindriques et sphériques.
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7. Calcul de structure en fatigue
Données d’entrée :
∆t, ε≈
t0 , ∆ε≈
t0 , σ≈
t0 , vt0int, v
t0
aux
Évaluation des loi d’état
σ≈, A, M , R
Critère d’en-
dommagement
c = Act0 − At0 < 0 ?
α˙ = 0
∆α = 0
Théorie de l’endommagement
dα =
∂2ϕ
∂ε≈∂α
dε≈+
(
∂Ac
∂m
− ∂
2ϕ
∂α∂m
)
dm
(
∂Ac
∂r
− ∂
2ϕ
∂α∂r
)
dr
∂2ϕ
∂α2
− ∂A
c
∂α
Données de sortie :
ε≈
t1 , σ≈
t1 , vt1int, v
t1
aux,L≈
t1 ' C≈
t1
oui
non
FIGURE 7.3 - Algorithme d’implémentation de la loi de com-
portement pour un schémad’intégration explicite
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7.3 Application au cas d’une éprouvette lisse en traction
7.3 Application au cas d’une éprouvette lisse en traction
Nous avons, depuis le début de ce chapitre, présenté l’implémentation de notre
modèle de comportement dans le code de calcul ZéBuLoN ainsi que la stratégie de
calcul utilisée pour le cas de la fatigue. L’identification présentée dans le chapitre
précédent a été réalisée dans le cas d’un élément de volume. Notre objectif est main-
tenant de valider notre modèle dans le cas d’un calcul de structure. Ainsi nous pré-
sentons, dans ce qui suit, les essais qui ont été réalisés dans un but de validation.
Nous avons procédé à l’identification de notre modèle via une simulation sur un
élément de volume. La première étape de la validation consiste donc à comparer cette
approche sur l’élément de volume au calcul par éléments finis sur une éprouvette
lisse. Puis, dans un deuxième temps, nous l’appliquerons à une structure plus com-
plexe.
Comme nous le disions au début de ce chapitre, nous avons choisis d’étudier une
structure de type plaque trouée. Les avantages de ce type de structure sont multiples.
D’abord, il s’agit d’une géométrie relativement récurrente dans les structures indus-
trielles (aéronautique, ferroviaire,...). Des assemblages sont alors nécessaires entre
les différentes parties de la structure. C’est liaisons sont généralement réalisées par
collage et rivetage ou boulonnage. C’est alors dans ces zones, où les trous agissent
comme des concentrateurs de contraintes, que naissent les premiers endommage-
ments. Il devient alors primordial d’être capable de prédire leur apparition et leur
évolution afin de pouvoir prédire la durée de vie de la structure. De plus la présence
du trou entraine un état de contrainte multi-axial sous un chargement uni-axial qui
nous permettra de tester notre modèle. Enfin, il s’agit d’une structure relativement
simple à fabriquer et à tester. Le dispositif expérimental que nous avons mis en place
pour ces essais est décrit dans la suite (§7.4.0.1).
– Cas quasi-statique :
Afin de valider l’identification de notre modèle, nous proposons ici une comparai-
son d’une approche analytique sur un élément de volume avec un calcul par éléments
finis. L’implémentation de notre modèle dans le code de calcul a été présentée précé-
demment.
La figure suivante présente les résultats des simulations obtenues pour les sé-
quences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3). Il apparait clairement que l’on a une très bonne corrélation
entre la simulation sur un élément de volume et le calcul par éléments finis.
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7. Calcul de structure en fatigue
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FIGURE 7.4 - Simulation par éléments finis d’un essai de trac-
tion quasi-statique sur les séquences (0◦3/90◦n=3,6,12/0◦3)
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7.3 Application au cas d’une éprouvette lisse en traction
– Cas de la fatigue :
Le cas de la fatigue, nous l’avons vu, est plus complexe dans la mesure où le
calcul par élément finis doit être couplé au post-processeur qui permet d’appliquer la
méthode de saut de cycles précédemment décrite.
On présente ici le cas de la séquence (0◦3/90◦6/0◦3) sollicitée en traction cyclique à
un niveau de contrainte maximum égal à σmax = 0.4σR.
On rappelle qu’il est nécessaire de fixer la valeur du paramètre d’extrapolation
ainsi que la longueur des intervalles utilisés pour le calcul de la distribution des
fréquences relatives des saut de cycles locaux. Ainsi, nous avons fixé la valeur du
paramètre d’extrapolation à 10% de la densité de fissure à saturation et la longueur
des intervalle est prise égale à 1000 cycles.
La figure ci-dessous (FIG. 7.5) présente le résultat de la simulation. On constate
que l’on a une bonne corrélation avec les résultats expérimentaux. Seulement 13
cycles sont calculés pour atteindre la saturation de l’endommagement au lieu des
17640 ce qui fait gagner un temps considérable tout en gardant une précision accep-
table au regard de la comparaison avec les résultats expérimentaux. Le tableau ci
dessous (TAB. 7.1) présente le déroulement du calcul.
100 101 102 103 104 105
0
0.1
0.2
0.3
0.4
N
d
(m
m
−1
)
FIGURE 7.5 - Simulation de l’évolution de l’endommagement
en fonction du nombre de cycle sous sollicitation cyclique avec
σmax = 0.4σR pour la séquence (0◦3/90◦6/0◦3)
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7. Calcul de structure en fatigue
Cycle simulé ∆N
1 100
101 166
267 272
539 438
977 867
2711 867
4056 1345
6070 2014
8084 2014
10098 2014
12612 2514
15126 2514
17640 2514
TABLE 7.1 - Déroulement du calcul
7.4 Application au cas d’une plaque trouée
Maintenant que nous avons validé notre modèle et son identification dans le cas
d’une éprouvette lisse, on propose une application au cas d’une plaque trouée. Dans
un premier temps, nous présentons la procédure expérimentale utilisée.
7.4.0.1 Dispositif expérimental
Notre objectif est ici de suivre l’évolution de l’endommagement en cours d’essai
sur le bord libre à l’intérieur du trou d’une éprouvette trouée. Pour cela, un dispositif
expérimental spécifique a été développé. A l’instar de ce qui a été fait précédemment
sur des éprouvettes planes, on utilise là encore une méthode optique en suivant l’évo-
lution de la fissuration in-situ à l’aide d’une caméra.
Le montage se compose d’un miroir orienté à 45˚par rapport à l’axe du trou qui
permet de réfléchir l’image du bord libre du trou vers la caméra (FIG. 7.6). Ce dernier
est monté sur une platine permettant une translation dans chacune des directions et
une rotation autour de l’axe défini par son support. Ainsi, il est possible d’observer
tout le périmètre du tour sur toute l’épaisseur de l’éprouvette.
Le protocole reste identique à celui utilisé pour les éprouvettes droites. Plusieurs
photographies sont prises aux différents paliers d’observation de façon à pouvoir re-
construire une image du bord libre du trou et analyser les endommagements en pré-
sence. Là encore, un polissage du bord libre doit être effectuer préalablement de ma-
nière à simplifier l’observation.
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7.4 Application au cas d’une plaque trouée
FIGURE 7.6 - Schéma du dispositif expérimental pour l’obser-
vation de l’endommagement au sein d’un trou
FIGURE 7.7 - Montage expérimental pour l’observation et le
suivi de l’endommagement au sein d’un trou
Les éprouvettes ont été découpées à la meule diamant dans des plaques stra-
tifiées. Le trou est ensuite usiné par perçage refroidi à l’eau de manière à limiter
l’échauffement dans la zone de contact entre le matériau et l’outil. Le perçage crée
des endommagements, en général superficiels, qui sont en grande partie supprimés
par le polissage.
Les éprouvettes ont été dimensionnées de manière à s’assurer que le champ de
contrainte sur le bord du trou ne soit perturbé ni par la présence des autres bords
libres qui induisent leurs propres effets de bords, ni par les zones sur lesquelles les
mords appliquent leur effort. La géométrie et les dimensions des éprouvettes sont
présentées dans la figure qui suit (FIG. 7.8).
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7. Calcul de structure en fatigue
30 mm
250 mm
0.8 mm
FIGURE 7.8 - Montage expérimental pour l’observation et le
suivi de l’endommagement au sein d’un trou
7.4.0.2 Corrélation essai/calcul
La figure FIG. 7.9 représente le bord libre à l’intérieur du trou d’une éprouvette
de séquence (0◦3/90◦6/0◦3). Afin de clairement identifier la direction selon laquelle sont
faites les observations et de repérer la position des fissures sur le trou, on définit un
angle θ qui représente l’angle entre la direction de l’observation et la direction de
l’effort (7.4)
On constate que le trou a joué son rôle de concentrateur de contraintes favorisant
l’apparition de fissures dans la zone comprise en +45˚et -45˚. La fissuration est le pre-
mier type d’endommagement à apparaître mais on constate également l’apparition de
délaminage.
FIGURE 7.9 - Réseau de fissures à l’intérieur du trou d’une
éprouvette trouée de séquence (0◦3/90◦6/0◦3) soumise à un charge-
ment quasi-statique
La figure FIG. 7.10 représente la cartographie de la densité de fissures sur le
bord libre à l’intérieur du trou. Cette cartographie correspond à l’état de fissuration
juste avant la rupture, qui correspond à l’état de saturation. On constate une bonne
corrélation entre la zone fissurée prédite par la simulation et la fissuration observée
expérimentalement. Précisons toutefois que des fissures ont également été observées
sur les bords libres extérieurs de l’éprouvette.
La figure FIG. 7.11 représente la comparaison entre les courbes expérimentale et
simulées de l’effort appliqué en fonction du déplacement. Il apparait là encore que l’on
a une bonne corrélation entre la simulation et l’expérience. En effet, on constate que
l’on est capable de prédire avec une bonne précision la chute de rigidité consécutive à
l’apparition de la fissuration.
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7.4 Application au cas d’une plaque trouée
FIGURE 7.10 - Comparaison Essai/calcul du réseau de fis-
sures à l’intérieur du trou d’une éprouvette trouée de séquence
(0◦3/90◦6/0◦3) soumise à un chargement quasi-statique
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
·104
d(mm)
F
(N
)
FIGURE 7.11 - Courbes Effort/Déplacement expérimentales
et simulée de l’essai de traction quasi-statique sur éprouvette
trouée.
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7. Calcul de structure en fatigue
7.5 Conclusion
Dans ce dernier chapitre, nous venons de présenter l’implémentation du modèle
d’endommagement par fissuration intra-laminaire dans le code de calcul ZéBuLoN.
Si le calcul quasi-statique peut se faire simplement de manière incrémentale, dans le
cas de la fatigue cela s’avère plus complexe si l’on souhaite limiter les temps de calcul.
Aussi, nous avons fait le choix d’adopter une approche de type saut de cycles. Dans le
but de valider notre modèle et son identification, nous avons proposé une comparai-
son des résultats obtenus par la simulation d’un élément de volume avec les résultats
d’un calcul par éléments finis sur une éprouvette lisse. Enfin, nous terminons par une
application sur une structure plus complexe : une plaque trouée.
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Chapitre 8
Conclusion & Perspectives
Les matériaux composites à matrice organique renforcée de fibres continues sont
de plus en plus utilisés dans de nombreux domaines tels que l’industrie aéronautique,
navale ou ferroviaire. Malgré les bonnes propriétés mécaniques qu’ils présentent ces
matériaux sont sujets à plusieurs mécanismes d’endommagements qui se cumulent
et peuvent nuire à la tenue de la structure, conduisant dans certains cas à la ruine to-
tale. Il est donc important de pouvoir prédire les effets et les évolutions des différents
types d’endommagement sur le comportement du stratifié afin de pouvoir dimension-
ner au mieux ce type de structures.
Ainsi, l’objectif de cette étude était de développer une démarche à la fois expéri-
mentale et numérique permettant d’aboutir au développement d’un modèle permet-
tant de prédire l’apparition et l’évolution de l’endommagement dans les structures
composites soumises aussi bien à des sollicitations quasi-statiques que cycliques. La
fissuration intra-laminaire étant l’endommagement prédominant à l’échelle du pli
nous nous sommes limités à ce type d’endommagement dans cette étude.
Dans un premier temps, l’enjeu était de capitaliser un maximum d’informations,
que ce soit sur le plan qualitatif ou sur le plan quantitatif. Le but étant d’identifier
les principales caractéristiques de l’endommagement et les paramètres à prendre en
compte dans notre modélisation. Pour cela nous avons mené notre étude expérimen-
tale sur des stratifiés formés de plis unidirectionnels pour trois séquences d’empile-
ment judicieusement choisies ((0◦3/90◦n=3,6,12), (0◦3/±55◦3) et (0◦3/±45◦3)) soumises à des
sollicitations quasi-statiques et cycliques.
Les principales caractérisitiques mises en évidence lors de ces essais sont les sui-
vantes :
• les fissures se présentent sous la forme d’un réseau de fissures planes et paral-
lèles entre elles ;
• elles sont géométriquement identiques qu’elles soient créées par un chargement
quasi-statique ou un chargement de fatigue ;
• l’apparition et la propagation complète des fissures sont quasi-simultanées ;
• les fissures sont réparties de façon homogène dans les plis fissurés ;
• la densité de fissures atteint un état de saturation en statique comme en fa-
tigue.
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8. Conclusion & perspectives
D’autres parts, nous avons montré que la densité de fissures est inversement pro-
portionnelle à l’épaisseur du pli fissuré. Aussi, nous avons introduit la grandeur α
qui correspond au produit de la densité de fissures et de l’épaisseur du pli fissuré.
L’introduction de cette grandeur permet de alors de s’affranchir de l’effet d’épaisseur.
En revanche, nous avons fait l’hypothèse que les phénomènes de viscosité et plas-
ticité n’intervenaient pas dans le phénomène de fissuration. Si cela se vérifie dans
les couches à 90◦, pour les orientations intermédiaires, il est probable que ces phéno-
mènes aient une plus forte influence.
S’appuyant sur ces observations expérimentales, nous avons proposé un modèle
de comportement basé sur la thermodynamique des milieux continus. Ce type de for-
mulation permettra dans le futur d’étoffer le modèle en prenant en compte d’autres
mécanismes d’endommagement tels que les ruptures de fibres ou le délaminage. Le
modèle, écrit à l’échelle du pli dans le cadre de la Mécanique de l’Endommagement,
vise à modéliser la multiplication des fissures et à déterminer les chutes de rigidité
associées. La fissuration est décrite par deux variables internes : l’une scalaire qui ca-
ractérise l’état d’endommagement, l’autre vectorielle qui traduit l’aspect directionnel
de l’endommagement. La description du phénomène d’endommagement a été faite via
une approche mésoscopique (écrite à l’échelle du pli) qui nous a permis d’écrire une loi
d’évolution de la fissuration sur le pli homogène équivalent. L’apparition et la propa-
gation des fissures étant supposées quasi-instantanées, l’évolution de la fissuration
est caractérisée, non pas par la propagation des fissures, mais par la multiplication
des ces dernières.
La loi d’évolution de l’endommagement a été déduite du formalisme utilisé dans
le cas quasi-statique. Cela a été possible du fait de la similitude entre les endomma-
gements quasi-statiques et de fatigue. Cette approche nous a en outre permis notam-
ment de prendre en compte le caractère non linéaire du cumul de l’endommagement
tel que cela a été mis en évidence expérimentalement. Finalement, le modèle possède
un seuil d’endommagement unique qui joue le rôle de mémoire de l’endommagement
et permet de prendre en compte d’éventuels chargement statiques.
Le rôle que nous avons souhaité attribuer au concept de fatigue est de considérer
que les lois locales d’évolution sont écrites en utilisant comme variable d’intégra-
tion, non plus la variable temps, mais celle associée au nombre d’application d’une
ou plusieurs sollicitations répétitives. De ce fait, l’intégration numérique de ces lois
supprime les itérations temporelles inscrites au sein de la notion de cycle et les temps
de calcul sont diminués.
Le problème de la fatigue résidant dans le fait qu’il s’agit avant tout d’un concept
structural plutôt que local, nous avons montré, qu’il est important que les grandeurs
structurales se réportent, sans distorsion, au niveau local afin de s’assurer de l’exis-
tence d’un compteur de « nombre de cycles » au niveau local. Dans le cadre que nous
avons fixé, ce report des grandeurs structurales au niveau local est assuré ce qui nous
a permis de légitimer le fait de pouvoir écrire et utiliser une loi de fatigue où figure
une partie de l’évolution de la variable écrite avec l’incrément « dN » de nombre de
cycles et ainsi de justifier la forme de la loi dévolution dα(M,N) = Φα(. . . )dN à par-
tir de la forme originelle dα(M, t) = Φα(. . . )dt) le plus indépendemment possible du
phénomène considéré.
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L’écriture du modèle l’échelle du pli, implémenté dans le code de calcul ZéBuLoN,
permet de modéliser n’importe quel type d’empilement. Toutefois, nous avons vu que,
si un calcul quasi-statique peut se faire simplement de manière incrémentale, le cas
de la fatigue s’avère être plus complexe si l’on souhaite limiter les temps de calcul.
C’est pourquoi nous avons choisit une approche de type saut de cycles. Cette méthode
présentant l’avantage d’être totalement indépendante du modèle de comportement
utilisé.
Enfin, dans une dernière partie, nous avons présenté une application du modèle
au cas d’une plaque trouée, qui est une structure simple à fabriquer et qui se prê-
tait particulièrement bien à la validation de notre modèle dans la mesure où le trou,
qui agit comme un concentrateur de contraintes, entraine un état de contrainte mul-
tiaxial sous un chargement multiaxial.
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8. Conclusion & perspectives
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Annexe A
Correspondance entre les angles
d’Euler et les angles des
coordonnées cylindriques et
sphériques
A.1 Correspondance entre les angles d’Euler et les angles
des coordonnées cylindriques
L’espace est rapporté au repère orthonormé R0 = (O, ~x1, ~x2, ~x3). On considère le
repère des coordonnées cylindriques RC = (O, ~el, ~eϕ, ~x3) = (O, ~eϕ, ~x3, ~el) pour lequel,
au point M (Fig. A.1) :
– H désigne la projection du point M dans le plan (O, ~x1, ~x2) ;
– l =
∣∣∣∣∣∣ ~OH∣∣∣∣∣∣ ;
– ϕC = ( ~̂x1, ~OH).
On considère également le repère R = (O, ~I, ~J, ~K). R peut-être par exemple le repère
local d’anisotropoie d’un matériau. Il coïncide au départ avec R0. La valeur de ϕC
étant fixée, on cherche quels sont les angles d’Euler (respectivement, ψ, la précession,
θ, la nutation, ϕ, la rotation propre) qui permettent de mettre en coïncidence les
repères R et RC , c’est-à-dire d’avoir :
– ~I = ~eϕ ;
– ~J = ~x3 ;
– ~K = ~el,
sachant que pour ψ = 0, θ = 0, ϕ = 0, ~I = ~x1, ~J = ~x2, ~K = ~x3.
La première des rotations qui définit les angles d’Euler est la rotation d’angle ψ
autour de l’axe (O, ~x3) et ψ = ϕC + 3pi . Le vecteur ~I devient le vecteur qui oriente
la ligne des noeuds. En tournant autour de cet axe, on met alors le vecteur ~K en
coïncidence avec le vecteur ~el. L’angle de la rotation est θ = 3pi (afin de tourner dans
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A. Correspondance entre les angles d’Euler et les angles des coordonnées
cylindriques et sphériques
FIGURE A.1 - Repère des coordonnées cylindriques
le sens trigonométrique). Enfin, il convient de faire la rotation propre (autour de l’axe
(O, ~K)). L’angle de la rotation propre est ϕ = pi (Fig. A.2).
FIGURE A.2 - Mise en évidence des angles d’Euler
Remarque - L’angle ϕ permet d’indiquer l’angle d’inclinaison des couches d’un
composite unidirectionnel. Dans ce cas, compte tenu des choix faits pour les différents
repères, c’est le vecteur ~I qui est choisi pour être aligné avec l’axe des fibres. Par
exemple, si la structure composite est un cylindre dont l’axe est l’axe (O, ~x3) pour
laquelle le processus d’enroulement est tel que les fibres sont parallèles à l’axe du
cylindre alors ~I = − ~x3 et ϕ = pi .
A.2 Correspondance entre les angles d’Euler et les angles
des coordonnées sphériques
L’espace est rapporté au repère orthonormé R0 = (O, ~x1, ~x2, ~x3). On considère le
repère des coordonnées sphériques RS = (O, ~er, ~eθ, ~eϕ) = (O, ~eθ, ~eϕ, ~er) pour lequel, au
point M (Fig. A.6) :
– H désigne la projection du point M dans le plan (O, ~x1, ~x2) ;
– r =
∣∣∣∣∣∣ ~OM ∣∣∣∣∣∣ ;
– θS = ( ~̂x3, ~OM) et ϕS = ( ~̂x1, ~OH).
On considère également le repère R = (O, ~I, ~J, ~K). R peut-être par exemple le repère
local d’anisotropoie d’un matériau. Il coïncide au départ avec R0. Les valeurs de ϕS
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A.2 Correspondance entre les angles d’Euler et les angles des coordonnées
sphériques
et θS étant fixées, on cherche quels sont les angles d’Euler (respectivement, ψ, la pré-
cession, θ, la nutation, ϕ, la rotation propre) qui permettent de mettre en coïncidence
les repères R et RS , c’est-à-dire d’avoir :
– ~I = ~eθ ;
– ~J = ~eϕ ;
– ~K = ~er,
sachant que pour ψ = 0, θ = 0, ϕ = 0, ~I = ~x1, ~J = ~x2, ~K = ~x3.
FIGURE A.3 - Repère des coordonnées sphériques
La première des rotations qui définit les angles d’Euler est la rotation d’angle ψ
autour de l’axe (O, ~x3) et ψ = ϕS + 3pi . Le vecteur ~I devient le vecteur qui oriente
la ligne des noeuds. En tournant autour de cet axe, on met alors le vecteur ~K en
coïncidence avec le vecteur ~er. L’angle de la rotation est θ = 2pi − θS (afin de tourner
dans le sens trigonométrique). Enfin, il convient de faire la rotation propre (autour
de l’axe (O, ~K)). L’angle de la rotation propre est ϕ = pi (voir Fig. A.6).
FIGURE A.4 - Mise en évidence des angles d’Euler
Remarque - L’angle ϕ permet d’indiquer l’angle d’inclinaison des couches d’un
composite unidirectionnel. Dans ce cas, compte tenu des choix faits pour les différents
repères, c’est le vecteur ~I qui est choisi pour être aligné avec l’axe des fibres. Par
exemple, si la structure composite est une sphère dont les pôles sont indiqués par
l’axe (O, ~x3) pour laquelle le processus d’enroulement est tel que les fibres passent
par les pôles et sont alignées avec les méridiens alors ~I = ~eθ et ϕ = pi .
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A. Correspondance entre les angles d’Euler et les angles des coordonnées
cylindriques et sphériques
A.3 Lois de comportement élastique linéaire classiques
d’un composite dans son repère local
La disposition géométrique des fibres dans un matériau composite entraine gé-
néralement un comportement orthotrope ou isotrope transverse. Dans le repère local
du pli, la loi de comportement linéaire élastique la plus générale s’écrit, en notation
de Voigt :
σloc = Cloc ∗ εloc ⇔ εloc = Sloc ∗ σloc
Pour un matériau orthotrope on a :

ε11
ε22
ε33
γ23
γ31
γ12

=

1
E1
−ν12
E1
−ν13
E1
0 0 0
−ν12
El
1
E2
−ν23
E2
0 0 0
−ν13
E1
−ν23
E2
1
E3
0 0 0
0 0 0
1
G23
0 0
0 0 0 0
1
G13
0
0 0 0 0 0
1
G12


σ11
σ22
σ33
σ23
σ31
σ12

Pour un matériau isotrope transverse, on a :

ε11
ε22
ε33
γ23
γ31
γ12

=

1
E1
−ν12
E1
−ν13
E1
0 0 0
−ν12
El
1
E2
−ν23
E2
0 0 0
−ν13
E1
−ν23
E2
1
E2
0 0 0
0 0 0
2(1 + ν23)
E2
0 0
0 0 0 0
1
G12
0
0 0 0 0 0
1
G12


σ11
σ22
σ33
σ23
σ31
σ12

où :
– E1, E2, E3 sont les modules d’élasticité longitudinaux ;
– G23, G12, G13 les modules de cisaillement ;
– ν12, ν13, ν23 les coefficients de Poisson.
Afin d’étudier le comportement du stratifié, il faut ramener la loi de comportement
de chaque pli, dans le repère global du stratifié. Pour cela on utilise les formules de
changement de base définies dans ce qui suit.
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A.4 Formules de changement de base
A.4 Formules de changement de base
A.4.1 Formules de changement de base pour les tenseurs des contraintes
et des déformations
Les relations entre les contraintes et les déformations respectivement dans le
repère du stratifié R et le repère local du pli Rloc, sont les suivantes :{
σR = Pσ ∗ σloc ⇔ σloc = Pσ ∗ σR
εR = Pε ∗ εloc ⇔ εloc = Pε ∗ εR
Les matrices de changement de base Pσ, Pσ, Pε et Pε seront définies dans la suite.
A.4.2 Formules de changement de base pour les tenseurs de rigidité
et de souplesse
Dans le repère local et celui du stratifié, la loi de comportement s’écrit sous la
forme suivante : {
σRloc = Cloc ∗ εloc ⇔ εRloc = Sloc ∗ σloc
σR = CR ∗ εR ⇔ εR = SR ∗ σR
Les relations entre les différents tenseurs sont les suivantes :{
Cloc = Pσ : CR : Pε
CR = Pσ : Cloc : Pε
{
Sloc = Pε : SR : Pσ
SR = Pε : Sloc : Pσ
A.5 Application : structure plane en composite stratifié
On considère une structure stratifiée plane de type [0◦, 90◦]s. Le repère ortho-
normé direct R = (O,−→x1,−→x2,−→x3) est le repère global du stratifié, où −→x1 est la direction
principale de l’empilement et −→x3 la direction orthogonale à son plan. Le processus
d’empilement est tel que les plis unidirectionnnels (donc les fibres) sont parallèles au
plan (−→x1,−→x2). Enfin on définit un repère orthonormé local Riloc = (
−→
xi1,
−→
xi2,
−→
xi3), associé
à chacun des plis, l’indice i définissant la i-ème couche (en partant du bas) du stra-
tifié. Ainsi, chaque pli unidirectionnel se trouve dans une configuration telle que ses
angles d’Euler sont : ψ = 90◦ (inclinaison de la couche), ϕ = 0 et θ = 0. Il est clair,
ici, que les repères R1loc et R
4
loc sont orientés comme R. Les repères R
2
loc et R
3
loc sont
quant à eux désorientés par rapport à R d’une rotation de 90◦ autour de l’axe (O,−→x3),
voir Fig. A.5. On a donc la matrice Q2,3 de passage des repères R2loc et R
3
loc à R et
la matrice Q1,4 de passage des repères R1loc et R
4
loc à R. Ces matrices seront données
dans la suite.
A.5.1 Les matrices de changement de base
Pour chaque pli unidirectionnel i, orienté d’un angle ψ, on a :{ −→
xi1 = cosψ
−→x1 + sinψ−→x2−→
xi2 = − sinψ−→x1 + cosψ−→x2
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A. Correspondance entre les angles d’Euler et les angles des coordonnées
cylindriques et sphériques
FIGURE A.5 - Repères global et local sur une éprouvette plane
de type [0◦, 90◦]s
Ainsi, on a la matrice Q de passage de R à Rloc, correspondant à la rotation d’angle ψ
et sa transposée QT :
Q =
 cosψ − sinψ 0sinψ cosψ 0
0 0 1
 QT =
 cosψ sinψ 0− sinψ cosψ 0
0 0 1

Dans le cas considéré, les différentes matrices nécessaires au changement de base
en notation de Voigt sont :
Pσ =

c2 s2 0 0 0 −2cs
s2 c2 0 0 0 2cs
0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 −s c 0
sc −sc 0 0 0 c2 − s2

Pσ =

c2 s2 0 0 0 2cs
s2 c2 0 0 0 −2cs
0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 −s c 0
−sc sc 0 0 0 c2 − s2

Pε =

c2 s2 0 0 0 −cs
s2 c2 0 0 0 cs
0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 −s c 0
2sc −2sc 0 0 0 c2 − s2

Pε =

c2 s2 0 0 0 cs
s2 c2 0 0 0 −cs
0 0 1 0 0 0
0 0 0 c s 0
0 0 0 −s c 0
−2sc 2sc 0 0 0 c2 − s2

On peut ainsi effectuer le changement de base sur le tenseur des contraintes, le
tenseur des déformations et les tenseurs de rigidité et de souplesse en utilisant les
formules de changement de base définies précédement.
A.6 Application : structure à symétrie sphérique en com-
posite stratifié
On considère maintenant une structure stratifiée qui a la forme d’une demi-sphère
de rayon extérieur rext et de rayon intérieur rint. Soit le repère orthonormé R =
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A.6 Application : structure à symétrie sphérique en composite stratifié
(O,−→x1,−→x2,−→x3) le repère global de la structure dont le pôle de la demi-sphère est in-
diqué par l’axe (O, ~x3). Le processus d’enroulement est tel que les fibres passent par
les pôles et sont alignées avec les méridiens. De la même manière que pour une struc-
ture plane, on définit un repère orthonormé local Riloc = (
−→
xi1,
−→
xi2,
−→
xi3), associé à chacune
des couches, l’indice i définissant la i-ème couche (en partant du bas) du stratifié,
voir Fig. A.6. La difficulté réside ici dans le fait que la direction des fibres d’un pli
unidirectionel varie le long de la structure. Or, comme nous l’avons vu précédement,
le repère local d’un pli est orienté par la direction des fibres. L’orientation du repère
local de chaque pli va donc varier tout au long de la structure. Les matrices de pas-
sage des repères locaux Riloc au repère global de la structure vont donc dépendre du
point considéré contrairement au cas des structures planes pour lesquelles les ma-
trices sont constantes dans un pli. Il faut donc, dans ce cas, calculer la matrice de
rotation en chaque point de Gauss de la structure. Ainsi, la valeur des angles d’Euler
pour mettre en coïncidence Rloc et R dépend également du point considéré.
FIGURE A.6 - Repères global et local sur une structure demi-
sphérique
A.6.1 Les matrices de changement de base
Le passage du repère local du pli au repère global de la structure se fait au travers
de trois rotations respectivement d’angle ψ, θ et φ. Les trois matrices de rotation
correspondantes sont :
Qψ =
 cosψ sinψ 0− sinψ cosψ 0
0 0 1
 Qθ =
 1 0 00 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ
 Qϕ = cosϕ sinϕ 0− sinϕ cosϕ 0
0 0 1

La matrice correspondant à la composition des trois rotations est :
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A. Correspondance entre les angles d’Euler et les angles des coordonnées
cylindriques et sphériques
QT =
 cosψ cosφ− sinψ cos θ sinϕ − cosψ sinϕ− sinψ cos θ cosϕ sinψ sin θsinψ cosφ− cosψ cos θ sinϕ − sinψ sinϕ− cosψ cos θ cosϕ − cosψ sin θ
sin θ sinϕ sin θ cosϕ cos θ

La difficulté réside ici dans le fait que cette matrice n’est pas constante. En effet
le repère local est tel que la direction des fibres est donnée par le vecteur
−→
xi1. Or,
par rapport au repère de référence, la direction des fibres évolue en fonction de la
position du point considéré au sein de la structure, l’orientation du repère local est
donc différente selon le point considéré, la valeur des angles d’Euler ψ,ϕ, θ est donc
variable.
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Annexe B
Construction de la fonction
d’état énergie libre par la
théorie des invariants
On souhaite construire la fonction d’état énergie libre Ψ dans la cas où l’on sup-
pose au sein du domaine étudié :
– l’Hypothèse des Petites Perturbations ;
– la température constante et uniforme ;
– l’existence d’un phénomène interne modélisé par un vecteur ~V ;
– que le groupe des symétries matérielles est le groupe S8 = {I, Iˆ, R1, R2, R3, D1, D2, D3}}
avec :
I =
1 0 00 1 0
0 0 1
 Iˆ =
−1 0 00 −1 0
0 0 −1

R1 =
−1 0 00 1 0
0 0 1
R2 =
1 0 00 −1 0
0 0 1
R3 =
1 0 00 1 0
0 0 −1

D1 =
1 0 00 −1 0
0 0 −1
D2 =
−1 0 00 1 0
0 0 −1
D3 =
−1 0 00 −1 0
0 0 1

Ici, les variables d’état se résument au 2-tenseur (symétrique) des déformations ε
et aux trois vecteurs ~V1, ~V2 et ~V3 qui modélisent les phénomènes internes (les trois
types de fissuration intralaminaire). Cependant, nous faisons l’hypothèse que les
trois types d’endommagement ne sont pas couplés, on peut donc limiter la recherche
à l’ensemble des variables V = {~V , ε} avec :
~V =
V1V2
V3
 ε =
ε11 ε12 ε13ε12 ε22 ε23
ε13 ε23 ε33

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B. Construction de la fonction d’état énergie libre par la théorie des invariants
Pour des raisons liées à des considérations physiques, on souhaite écrire la fonc-
tion énergie libre comme un polynôme invariant sous S8 de degré partiel 0 ou 2 par
rapport aux composantes de ε et ~V . L’espace est iciW = R3⊕M3sym(R), avec w = ~V +ε,
ainsi :
Xw = X =

V1
V2
V3
ε11
ε12
ε13
ε22
ε23
ε33

∈ R9
Le problème à résoudre consiste à construire f telle que :
∀g ∈ S8, f (ρW (g)(w)) = f(w) où ρw(g)(w) = g ∗ ~V + g : ε : gt
On cherche donc à construire le sous-groupe G5 définit ci-dessous :
{
G8 = {ρw(g), g ∈ S8} = {ρw(I), ρw(Iˆ), ρw(R1), ρw(R2), ρw(R3), ρw(D1), ρw(D2), ρw(D3)} = ρw(S8)
|G| ≤ 8
Afin de trouver |G|, il convient de faire les calculs explicites de l’ensemble G5.
C’est ce qui est fait dans la suite.
Ecrivons : {
~V ′ = g ∗ ~V
ε′ = g : ε : gT
Si g = I, on a :
~V ′ =
V1V2
V3
 ε′ =
ε11 ε12 ε13ε12 ε22 ε23
ε13 ε23 ε33
⇒ X ′ =

V1
V2
V3
ε11
ε12
ε13
ε22
ε23
ε33

La matrice ρW (I) telle que X ′ = ρW (I) ∗X est donc :
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ρW (I) = I9 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si g = Iˆ, on a :
~V ′ =
−V1−V2
−V3
 ε′ =
ε11 ε12 ε13ε12 ε22 ε23
ε13 ε23 ε33
⇒ X ′ =

−V1
−V2
−V3
ε11
ε12
ε13
ε22
ε23
ε33

La matrice ρW (Iˆ) telle que X ′ = ρW (Iˆ) ∗X est donc :
ρW (Iˆ) = I9 =

−1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si g = R1, on a :
~V ′ =
−V1V2
V3
 ε′ =
 ε11 −ε12 −ε13−ε12 ε22 ε23
−ε13 ε23 ε33
⇒ X ′ =

−V1
V2
V3
ε11
−ε12
−ε13
ε22
ε23
ε33

La matrice ρW (R1) telle que X ′ = ρW (R1) ∗X est donc :
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B. Construction de la fonction d’état énergie libre par la théorie des invariants
ρW (R1) = R
′
1 =

−1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si g = R2, on a :
~V ′ =
 V1−V2
V3
 ε′ =
 ε11 −ε12 ε13−ε12 ε22 −ε23
ε13 −ε23 ε33
⇒ X ′ =

V1
−V2
V3
ε11
−ε12
ε13
ε22
−ε23
ε33

La matrice ρW (R2) telle que X ′ = ρW (R2) ∗X est donc :
ρW (R2) = R
′
2 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si g = R3, on a :
~V ′ =
 V1V2
−V3
 ε′ =
 ε11 ε12 −ε13ε12 ε22 −ε23
−ε13 −ε23 ε33
⇒ X ′ =

V1
V2
−V3
ε11
ε12
−ε13
ε22
−ε23
ε33

La matrice ρW (R3) telle que X ′ = ρW (R3) ∗X est donc :
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ρW (R3) = R
′
3 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si g = D1, on a :
~V ′ =
 V1−V2
−V3
 ε′ =
 ε11 −ε12 −ε13−ε12 ε22 ε23
−ε13 ε23 ε33
⇒ X ′ =

V1
−V2
−V3
ε11
−ε12
−ε13
ε22
ε23
ε33

La matrice ρW (D1) telle que X ′ = ρW (D1) ∗X est donc :
ρW (D1) = D
′
1 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si g = D2, on a :
~V ′ =
−V1V2
−V3
 ε′ =
 ε11 −ε12 ε13−ε12 ε22 −ε23
ε13 −ε23 ε33
⇒ X ′ =

−V1
V2
−V3
ε11
−ε12
ε13
ε22
−ε23
ε33

La matrice ρW (D2) telle que X ′ = ρW (D2) ∗X est donc :
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B. Construction de la fonction d’état énergie libre par la théorie des invariants
ρW (D2) = D
′
2 =

−1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Si g = D3, on a :
~V ′ =
−V1−V2
V3
 ε′ =
 ε11 ε12 −ε13ε12 ε22 ε23
−ε13 −ε23 ε33
⇒ X ′ =

−V1
−V2
V3
ε11
ε12
−ε13
ε22
−ε23
ε33

La matrice ρW (D3) telle que X ′ = ρW (D3) ∗X est donc :
ρW (D3) = D
′
3 =

−1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Finallement, on a :{
G8 = {ρw(g), g ∈ S5} = {ρw(I), ρw(Iˆ), ρw(R1), ρw(R2), ρw(R3), ρw(D1), ρw(D2), ρw(D3)} = ρw(S8)
|G| = 8
avec :
ρW (I) = diagonal(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
ρW (Iˆ) = diagonal(−1,−1,−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
ρW (R1) = diagonal(−1, 1, 1, 1,−1,−1, 1, 1, 1)
ρW (R2) = diagonal(1,−1, 1, 1,−1, 1, 1,−1, 1)
ρW (R3) = diagonal(1, 1,−1, 1, 1,−1, 1,−1, 1)
ρW (D1) = diagonal(1,−1,−1, 1,−1,−1, 1, 1, 1)
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ρW (D2) = diagonal(−1, 1,−1, 1,−1, 1, 1,−1, 1)
ρW (D3) = diagonal(−1,−1, 1, 1, 1,−1, 1,−1, 1)
On souhaite maintenant construire une famille génératrice des invariants poly-
nômiaux, sous S8, des variables ~V et ε. Pour cela on applique le Théorème de Noether.
F ′8 =

RG8(X
α) = 18
{
(ρW (I) ∗X)α + (ρW (Iˆ) ∗X)α + (ρW (R1) ∗X)α + (ρW (R2) ∗X)α
+ (ρW (R3) ∗X)α + (ρW (D1) ∗X)α + (ρW (D2) ∗X)α + (ρW (D3) ∗X)α}
∀α = (α1, . . . , α9) ∈ N9 avec |α| ≤ 8

Cependant, compte-tenu du fait que l’on cherche la fonction énergie libre sous
la forme d’un polynôme de degré total inférieur ou égal à 4 et puisque les matrices
ρW (g), g ∈ G8 sont diagonales, on peut se restrindre à une sous-famille de degré 4, ce
qui revient à prendre α ≤ 4.
On considère α quelconque
α = (α1, . . . , α9)⇒ Xα = V α11 V α22 V α33 εα411 εα512 εα613 εα722 εα823 εα933
(ρw(I) ∗X)α = V α11 V α22 V α33 εα411 εα512 εα613 εα722 εα823 εα933
(ρw(Iˆ) ∗X)α = (−V1)α1(−V2)α2(−V3)α3εα411 εα512 εα613 εα722 εα823 εα933
(ρw(R1) ∗X)α = (−V1)α1V α22 V3α3εα411 (−ε12)α5(−ε13)α6εα722 (−ε23)α8εα933
(ρw(R2) ∗X)α = V1α1(−V2)α2V3α3εα411 (−ε12)α5ε13α6εα722 (−ε23)α8εα933
(ρw(R3) ∗X)α = V1α1V α22 (−V3)α3εα411 (−ε12)α5(−ε13)α6εα722 ε23α8εα933
(ρw(D1) ∗X)α = V1α1(−V2)α2(−V3)α3εα411 (−ε12)α5(−ε13)α6εα722 ε23α8εα933
(ρw(D2) ∗X)α = (−V1)α1V α22 (−V3)α3εα411 (−ε12)α5ε13α6εα722 (−ε23)α8εα933
(ρw(D3) ∗X)α = (−V1)α1(−V2)α2V3α3εα411 ε12α5(−ε13)α6εα722 (−ε23)α8εα933
L’application stricte du Théorème de Noether donne une premìere famille F ′5 de
générateurs :
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B. Construction de la fonction d’état énergie libre par la théorie des invariants
F ′8 =

ε11, ε22, ε33, V1
2, V2
2, V3
2, ε11
2, ε12
2, ε13
2, ε11ε22, ε22
2, ε23
2, ε11ε33, ε22ε33, ε33
2,
V1
2ε11, V2
2ε11, V3
2ε11, ε11
3, V1V2ε12, ε11ε12
2, V1V3ε13, ε11ε13
2, V1
2ε22, V2
2ε22, V3
2ε22,
ε11
2ε22, ε12
2ε22, ε13
2ε22, ε11ε22
2, ε22
3, V2V3ε23, ε12ε13ε23, ε11ε23
2, ε22ε23
2, V1
2ε33, V2
2ε33,
V3
2ε33, ε11
2ε33, ε12
2ε33, ε13
2ε33, ε11ε22ε33, ε22
2ε33, ε23
2ε33, ε11ε33
2, ε22ε33
2, ε33
3, V1
4,
V1
2V2
2, V2
4, V1
2V3
2, V2
2V3
2, V3
4, V1
2ε11
2, V2
2ε11
2, V3
2ε11
2, ε11
4, V1V2ε11ε12, V1
2ε12
2,
V2
2ε12
2, V3
2ε12
2, ε11
2ε12
2, ε12
4, V1V3ε11ε13, V2V3ε12ε13, V1
2ε13
2, V2
2ε13
2, V3
2ε13
2,
ε11
2ε13
2, ε12
2ε13
2, ε13
4, V1
2ε11ε22, V2
2ε11ε22, V3
2ε11ε22, ε11
3ε22, V1V2ε12ε22, ε11ε12
2ε22,
V1V3ε13ε22, ε11ε13
2ε22, V1
2ε22
2, V2
2ε22
2, V3
2ε22
2, ε11
2ε22
2, ε12
2ε22
2, ε13
2ε22
2, ε11ε22
2, ε22
4,
V2V3ε11ε23, V1V3ε12ε23, V1V2ε13ε23, ε11ε12ε13ε23, V2V3ε22ε23, ε12ε13ε22ε23, V1
2ε23
2, V2
2ε23
2,
V3
2ε23
2, ε11
2ε23
2, ε12
2ε23
2, ε13
2ε23
2, ε11ε22ε23
2, ε22
2ε23
2, ε23
4, V1
2ε11ε33, V2
2ε11ε33, V3
2ε11ε33,
ε11
3ε33, V1V2ε12ε33, ε11ε12
2ε33, V1V3ε13ε33, ε11ε13
2ε33, V1
2ε22ε33, V2
2ε22ε33, V3
2ε22ε33,
ε11
2ε22ε33, ε12
2ε22ε33, ε13
2ε22ε33, ε22
3ε33, V2V3ε23ε33, ε12ε13ε23ε33, ε11ε23
2ε33, ε22ε23
2ε33,
V1
2ε33
2, V2
2ε33
2, V3
2ε33
2, ε11
2ε33
2, ε12
2ε33
2, ε13
2ε33
2, ε11ε22ε33
2, ε22
2ε33
2, ε23
2ε33
2, ε11ε33
3,
ε22ε33
3, ε33
4

Il existe des relations entre les éléments de cette famille. En utilisant toutes ces
relations afin de déduire de F ′8 une famille d’éléments dont aucun n’est en relation,
sous la forme Ii = f() avec un autre, on construit ainsi par définition, une base
d’intégrité. On la note F8 :
F8 =
{
ε11, ε22, ε33, V1
2, V2
2, V3
2, ε12
2, ε13
2, ε23
2, V1V2ε12, V1V3ε13, V2V3ε23,
V2V3ε12ε13, V1V3ε12ε23, V2V3ε13ε23, V1V2ε13
}
Ainsi, le polynôme recherché peut s’écrire sous la forme Ψ(ε, ~V ) = ϕ20(ε)+ϕ02(~V )+
ϕ22(ε, ~V ) avec :
ϕ20(ε) = A1ε
2
11+A2ε11ε22+A3ε11ε33+A4ε
2
22+A5ε22ε33+A6ε
2
23+A7ε
2
33+A8ε
2
12+A9ε
2
13
ϕ22(ε, ~V ) = (B1ε
2
11+B2ε11ε22+B3ε11ε33+B4ε
2
22+B5ε22ε33+B6ε
2
23+B7ε
2
33+B8ε
2
12+B9ε
2
13)V
2
1
+ (C1ε
2
11 + C2ε11ε22 + C3ε11ε33 + C4ε
2
22 + C5ε22ε33 + C6ε
2
23 + C7ε
2
33 + C8ε
2
12 + C9ε
2
13)V
2
2
+ (D1ε
2
11 +D2ε11ε22 +D3ε11ε33 +D4ε
2
22 +D5ε22ε33 +D6ε
2
23 +D7ε
2
33 +D8ε
2
12 +D9ε
2
13)V
2
3
+ (E1ε11ε12 + E2ε12ε22 + E3ε12ε33 + E4ε13ε23)V1V2
+ (F1ε11ε13 + F2ε22ε13 + F3ε33ε13 + F4ε12ε23)V1V3
+ (G1ε11ε23 +G2ε22ε23 +G3ε33ε23 +G4ε12ε13)V2V3
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Comportement en fatigue de pièces épaisses en matériaux composites
Résumé :
Grâce à leurs propriétés mécaniques spécifiques, les matériaux composites sont devenus une al-
ternative intéressante aux matériaux métalliques. De plus, l’utilisation de stratifications judicieusement
choisies permet d’ obtenir des propriétés mécaniques adaptées aux sollicitations de la structure. Enfin
ils sont considérés comme peu sensibles à la fatigue. C’est pour ces raisons que, au cours de ces
dernières années, l’emploi des matériaux composites pour la réalisation de structures aéronautiques,
navales ou ferroviaires c’est considérablement répendu. Nous proposons dans cette étude une mo-
délisation de la fissuration intra-laminaire dans les composites stratifiés soumis à des sollicitations
quasi-statiques ou cycliques. L’analyse expérimentale nous permet dans un premier temps de capi-
taliser les renseignements permettant de dégager les caractéristiques et paramètres à prendre en
compte lors de la modélisation. Sur la base de ces résultats nous proposerons une modélisation de
la fissuration intra-laminaire. Nous proposons une loi d’évolution de l’endommagement en fatigue que
nous avons implémenté dans le code de calcul par éléments finis ZeBuLoN. Après avoir identifié les
différents paramètres du modèle à partir des résultats expérimentaux nous proposerons une applica-
tion du modèle au cas d’une structure afin de valider notre modèle. Pour cela, nous avons développé
une stratégie de calcul basée sur la méthode des sauts de cycles. Notre modèle est finalement appli-
qué au cas d’une structure de type plaque trouée.
Mots clés : Matériaux composites, fatigue, endommagement, fissuration
Fatigue behaviour of thick composite structures
Abstract:
Due to their specific mechanical properties composite materials have become an interesting alterna-
tive to metallic materials. Moreover, the use of well chosen lay-up allows to get mechanical properties
convenient with the structure sollicitations. Finally, they are considered insensitive to fatigue. For
these reasons, during the last years, the use of composite materials in aeronautical, shipbuilding or
train industries significantly increased. In this study, we propose a modelisation of matrix cracking in
composite materials subjected to quasi-static or cyclic loading. In a first time, the experimental anal-
ysis allows us to capitalize information to identify characteristics and parameters to be considered in
modelling. Based on these results, we propose a modelling of matrix-cracking. We propose an fatigue
damage evolution law that we implemented in the finite element code called ZeBuLoN. After identifying
different model parameters from experimental results we propose an application of the model in the
case of a structure to validate our model. For this, we developed a computational strategy based on
the skip cycles method. Finally, we applied our model to the case of a perforated plate structure.
Keywords: Composite materials, fatigue, damage, matrix cracking
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